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L Abselmitt. 
Uebergang vom Reclmen zur Arithmetik. 



§ 1. Arithmetische Bezeiehnungen. 
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Addition und Subtraktion heissen Kechnungsarten 
erster Stufe. Multiplikation und Division heissen Rech- 
nungsarten zweiter Stufe, Bei jeder Kechnungsart wer- 
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S UeLergang vom Reclmcn zur Aritbmetik« 

den zwei Zahlen verknüpft, und durch die Ver- 
knüpfung ergieht sich eine dritte Zahl, die, je nach der 
Bechnungsart^umme, Differenz, Produkt oder Quotient 
heisst. Diese dritte Zahl kann auf doppelte "Weise dar- 
gestellt werden, entweder ausgerechnet, wie in den 
obigen vier Beispielen 16, 8, 48, 3 oder unausgerech- 
net, wie 12 + 4, 12 — 4, 12.4, 12:4. Unftusgerech* 
net dargestellte Summen, Differenzen, Produkte, Quo- 
tienten nennt man Ausdrücke. Zwei Ausdrücke nennt 
man gleich, wenn sie dieselbe Zahl darstellen, z.B.: 
15 — 9 = 2 . 3, 17 + 7 = 48 : 2. Ein Ausdruck he.isst 
grösser als ein anderer, wenn er eine grössere Zahl" 
darstellt, z. B. 4 + 7 > 2 . 4, ein Ausdruck heisst klei- 
ner als ein andrer, wenn er eine kleinere Zahl dar-- 
stellt, z. B. 3 . 7 < 88 : 4. Zwei durch das Gleich-: 
heitszeichen verbundene Zahlen oder Ausdrücke bilden - 
eine Gleichung, zwei durch das Grösser- oder Kleiner-"^ 
Zeichen verbundene Zahlen oder Ausdrücke bilden eiu9 
Ungleichung. 

§ 2. Die drei Elanunerregeln. 

Erste Klainmerregrel : Soll mit einem Ansdrnck 
gerechnet werden, so muss derselbe in eine 
Klammer eingeschlossen werden, z. B.; 

(4 + 9) . 3 = 13 . 3 = 39, 

4 + (9 . 3) = 4 + 27 = 31, 

(10 - 7) — 1 = 3 — 1 = 2, 

10 — (7 — 1) = 10 — 6 = 4. 
Zweite Klammerregel: Diese Klammer darf 
jedoch fortgelassen werden, wenn zwei Rech- 
nungsarten gleicher Stufe aufeinander folgen, 
und die voranstehende Bechnungsart zuerst 
ausgeführt werden soll; z.B.: 
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Die drei Klammerregeln. %- 

10—8 — 1 = 2 — 1 = 1, 

5 . 9 : 3 = 45 : 3 = 15, 

70 + 11 — 9 = 81 — 9 = 72, 

72:12:3 = 6:3 = 2. 
Dritte Klammerregel: Die Klammer darf fer- 
ner fortgelassen werden, wenn zwei Bech- 
nungsarten ungrleicher Stufe aufeinander folgen 
und die Rechnungsart höherer Stufe zuerst 
ausgeführt werden soll, z. B.: 

5 + 7.4 = 5 + 28 = 33, 
20 — 6 : 2 = 20 — 3 = 17, 
8 . 3 + 7 = 24 + 7 = 31, 
70:5 — 4=14 — 4 = 10. 
Üeberflüss ig ist demnach eine Klammer nicht nur: 
,■ 1. um ein einfaches Zahlzeichen, z. B. um (1896) 

2* um einen Ausdruck, mit welchem nicht weiter- 
gerechnet werden soll, z. B. (6 + 4), 
sondern auch: 

3. um einen Ausdruck, wenn derselbe erster 
Teil eines Ausdruckes gleicher Stufe ist, 
z. B. (6 + 4) — 7, 

4. um ein Produkt oder einen Quotienten, wenn 
dieselben Teile einer Summe oder einer Diffe- 
renz sind, z. B. 5 + (6 . 7). 

Eine überflüssige Klammer setzt man nur in Fällen, 
wo es zweckmässig erscheint, den von der Klammer 
eingeschlossenen Ausdruck auf diese Weise hervor- 
zuheben. 

Vor und nach einer Klammer kann der als Mul- 
tiplikationszeichen dienende Funkt fortgelassen werden, 
z. B. 4(3 + 7) = 4 , 10 = 40, (11-8)5 = 3 . 5 = 15, 
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8 Uebergang vom Rechnen zar Arithmetik. 

Zusammengesetzt heisst ein Ausdruck, wenn 
in einem seiner beiden Teile oder auch; wenn in sei- 
nen beiden Teilen nicht einfache Zahlzeichen, sondern 
selbst wieder Ausdrücke stehen, z. B. 10 — (3 + 5), 
(9 + 5) (3 + 2), 7 + 3 — 28 : 7. Zur Unterscheidung 
benutzt man bei zusammengesetzten Ausdrücken ausser 
den runden Klammern (. . .) auch eckige Klammern 
[• • •]) grössere runde f, . .^ und wohl auch geschweifte 
(...}, z.B.: 

4[9 — (1 + 3)], 72 : {43 — [5 + 120 : (2 . 3)]} 
Wegen der drei Klammerregeln hat man für die 
Berechnung zusammengesetzter Ausdrücke folgende 
Begeln zn beachten: 

!• Die innerhalb einer Klammer angedeutete 
Bechnung wird immer vor den ausserhalb Tor- 
geschriebenen Rechnungen ausgeführt; 

2. zwei gleichstufige Bechnungsarten, die 
klammerlos auf einander folgen, werden in der 
Beihenfolge, wie man liest, von links nach 
rechts ausgeführt; 

3. von zwei ungleichstufigen Rechnungs- 
arten, die klammerlos auf einander folgen, wird 
immer die Rechnungsart höherer Stufe zu- 
erst ausgeführt; selbst wenn sie der Rech- 
nungsart niederer Stufe nachfolgt. 

Beispiele. 

1. 20 — 5 . (1 + 2) = 20 — 5 . 3 = 20 — 15 = 5, 

2. (12 + 8. 7):(8 + 9) = (12 + 56):17 = 68: 17 = 4, 

3. [90 — (4 • 6 + 72 : 2)] : 10 = [90 — (24 + 36)] : 10 

= [90—60] : 10 = 30: 10= 3, 

4. [(24 + 7 + 10).2--4,J^.^(§gie 4)- 



Bedeutung des Buchetabens in der Arithmetik. 9 

^(31+ 19) . 2 — 20 . 2] . 2 = [50 . 2 — 40] . 2 = 
[100 — 40] . 2 = 60 . 2 = 120, 
5. {[(2.7.3+8):5-l](2 + 3)+5-(7+3)}(7~2.3) 
= {[(14.3 + 8):5— l].5 + 5 — 10}(7 — 6) 
= |[50 : 5 — l] . 5 + 5 — lO} . 1 == 
{[l0-l].5+5~10}.l = (9.5 + 5 — 10).l 
{45 + 5-10}. 1={50 — 10). 1=40.1 = 40. 



§ 3. Bedeutung des Bachstabens in der Arithmetik. 

Um irgend welche Zahlen zu bezeichnen, ge- 
braucht man in der Arithmetik nicht allein die ge- 
wöhnlichen Zahlzeichen, wie 6, 39, 1896, sondern auch 
Buchstaben, wie a, b, A, x, und zwar meist die Buch- 
staben des kleinen lateinischen Alphabets. Dabei 
kann jeder Buchstabe jede beliebige Zahl 
vertreten, nur dass in einem Ausdruck, in 
einer Gleichung, in einer Ungleichung oder 
überhaupt im Lauf e einer Bechnung einund 
derselbe Buchstabe, wenn er mehrmals auf- 
tritt, immer nur dieselbe Zahl vertreten darf. 

Auch die Buchstaben werden, wie die gewöhnlichen 
Zahlzeichen, durch die Rechnungsarten zu Ausdrücken 
verknüpft. 80 entstehen Buchstaben- Ausdrücke , wie 
z. B, a . b + a + b oder 8 (x + y) : 4 — x. Dabei kann 
der als Multiplikationszeichen dienende Punkt sowohl 
zwischen zwei Buchstaben, wie auch zwischen einer 
Zahl und einem Buchstaben fortgelassen werden. 

Man kann verlangen, dass für die Buchstaben Zahlen 
eingesetzt werden. Setzt man in einem Ausdruck für 
jeden Buchstaben eine Zahl, sq kai^5;^,^pya^^^r ver- 



10 Uebergang yom Rechnen mr Arithmetik. 

langen; die entstandenen Zahlenausdriicke auszureoh- 
n e n. Z. B. der Ausdruck a (x + a) — x giebt für a = 4, 
X = 1 die Zahl 19 und für a = 3, x = 3 die Zahl 15, 
nämlich : 

a(x+a) — x = 4 (1 + 4) — 1 = 4.5 — 1 = 20— 1 = 19, 
a(x + a) — x = 3(3 + 3) — 3 = 3.6 — 3 = 18 — 3 = 15. 

Statt Zahlen an die Stelle von Buchstaben zu setzen, 
kann man dafür auch Zahlenausdrücke oder neue Buch, 
staben oder Buchstabenausdrücke einsetzen. Soll z. B. 
in a — b für a der Ausdruck 5 + 8, für b der Aus- 
druck 9 — 3 eingesetzt werden, so entsteht der Aus- 
druck (5 + 8) — (9 — 3) oder 5 + 8 — (9 — 3). Soll 
V + w für a, s . t für b eingesetzt werden, so entsteht 
a — b = v + w — s.t. 

"Wenn man an die Stelle eines Buchstabens einen 
Ausdruck setzt, so achte man darauf, ob derselbe nicht 
vielleicht nach Vorschrift der Klammerregeln (§ 2) ein- 
geklammert werden muss. Soll z. B. in a . b der Aus- 
druck c + d für a gesetzt werden, so kommt: (o + d) b. 

Als allgemeine Zahlzeichen wendet man oft auch 
Buchstaben an, denen unten kleiner geschriebene Zahlen, 
die man dann Indices nennt; oder oben kleine Striche 
angefügt werden, z. B.: 

ai (gelesen: a-eins), as (gelesen: a-drei), 

a' (gelesen: a-strich), a"' (gelesen: a-dreistrich), 



Zwei Buchstabenausdrücke können, ebenso' wie zwei 
Zahlenausdrücke, zu einer Gleichung verbunden wer- 
den. Wenn man für jeden in einer Gleichung vor- 
kommenden Buchstaben eine gewisse Zahl einsetzt, und 
dann jeden von den beiden gleichgesetzten Ausdrücken 
berechnet, so erhält man entweder zwei gleiche oder 
zwei ungleiche Zahle«. Im ersteren Falle ist diß 
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Bedeutung des Buchstabens in der Arithmetik. 11 

Gleichung für die Einsetzungen richtig, im zweiten Falle 
falsch. Z.B.: 

1. die Gleichung 3(x + 1) = 2x + 8 erweist sich 
für die Einsetzungen x=l; x = 2, x = 3, x = 4 
als falsch/ für die Einsetzung x = 5 aber als 
richtig; 

2. die Gleichung (a + b) (a + b)= aa + 2 ab + bb 
erweist sieb immer als richtig, was man aucb 
fiir a und b setzen mag. 

Gleichungen, die sich immer als richtig erweisen, 
welche Zahlen man auch für. die in ihnen vorkommen- 
den Buchstaben setzen mag, heissen identischeQlei- 
c h u n g e n. . Die identischen. Gleichungen heissen For- 
meln, wenn sie dazu dienen, arithmetische Wahrheiten, 
(G eB e t z e) auszusprechen,! die' sich auf alle Zahlen be- 
gehen. Beiispiele: ' 

1. a , 1 = a ist eine Ft)rmel, die ausspricht, dass 
jede Zähl durch Multiplikation mit 1 unverändert 

bleibt; 

2» a — (b + c) = a — b — c ist eine Formel, die 
89 Übersetzt werden kann : Eine Summe wird von 
einer Zahl subtrahiert, indem man den ersten 
Suminanden subtrahiert, und dann von der er- 
haltenen Difierenz den zweiten Summanden sub- 
trahiert ; 

3. a (b + c) = a b + a c ist eine Formel, die so 
übersetzt werden kann: Eine Zahl wird mit 
einer Summe multipliziert; indem man sie mit 
jedem Summanden einzeln multipliziert und die 
erhaltenen Produkte addiert. 

Da man die beiden Seiten einer Gleichung ver- 
tauschen darf, so darf auch jede Formel rückwärts 
(von rechts nach links) übersetzt werden. So lautet 
S5. B. a (b + c) = ab + ac, rückwärts geles6(n,(5§^orteii 
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f olgendermassen : Zwei Produkte von gleichem Faktor 
werden addiert^ indem man die nicht gleichen Faktoren 
addiert und mit der erhaltenen Summe den gleichen 
Faktor multipliziert. 

Gleichungep, welche nur dadurch richtig werden, 
dass man für Buchstaben, die in ihnen auftreten, ge- 
wisse Zahlen einsetzt, heissen Bestimmungsglei- 
chungen oder auch schlechthin Gleichungen. Tritt 
in einer Bestimmungsgleichung nur ein einziger Buch- 
stabe auf, so entsteht die Aufgabe^ die Zahl oder die 
Zahlen zu bestimmen, welche man für den Buchstaben 
setzen muss; damit eine richtige Zahlgleichung entsteht. 
Z, B.: 7 X + 4 = 25 wird nur richtig, wenn x = 3 ist; 
X . X + 14 = 9 X wird für x = 2 und auch für x = 7 
richtig, sonst immer falsch. Der Buchstabe, für welchen 
man eine Zahl setzen soll^ damit eine Gleichung richtig 
wird, heisst die „Unbekannte" der Gleichung und 
die Zahl selbst heisst ihr „Wert". Die Unbekannte 
pflegt man mit x, j, z und auch wohl mit u, v, w zu 
bezeichnen. 

Die Aufgabe, den Wert der Unbekannten zu finden, 
kann man nur in den einfachsten Fällen durch E a t e n 
lösen. Dagegen ermöglichen es die indenfol- 
gendenAbschnitten entwickelten Gesetze der 
Arithmetik, die Unbekannten derGleichun- 
gen methodisch zu bestimmen. Derjenige Teil 
der Arithmetik, der sich insbesondere mit den metho- 
dischen Bestimmungen der Unbekannten in Gleichungen 
beschäftigt, heisst Algebra. . 
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n. Abschnitt. 
Rechnniigsarteii erster Stufe. 



§ 4. ZäMen^ Zahl nnd Addition. 

I. Yertanschnngrsgregetz: a + b = b + &• 

II. Yerbindangsgregetz 2 a + (b + c) = a + b + c. 



Dinge zählen heisst, sie als gleichartig ansehen 
nnd ihnen einzeln andere Dinge, z. B. die Einger, Holz- 
stäbchen, E»echenkügeln und dergleichen zuordnen. 
Die Ergebnisse des Zählens heissen Zahlen. Beim 
Schreiben macht man am einfachsten für jedes von den 
zu zählenden Dingen einen Punkt oder einen Strich. 
So entstehen die natürlichen Zahlbilder, wie sie 
die Dominosteine, die Würfel, die Spielkarten, die rö- 
mischen Zahlzeichen für die drei ersten Zahlen noch 
heute zeigen. Beim Sprechen könnte man jedes von 
den zu zählenden Dingen durch einen kurzen Laut, 
etwa den Laut „ein" darstellen. So entständen die 
natürlichen Zahlwörter: ein, ein — ein, ein — 
ein — ein etc. Derartige natürliche Zahlwörter sprechen 
heute nur noch die Schlagwerke der Uhren aus. 

Der bequemeren TJebersicht wegen, haben die Men- 
schen von Alters her die natürlichen Zahlzeichen und 
Zahlwörter durch kürzere Zeichen und Namen ersetzt^ 
die jedem, der rechnen gelernt hat, geläufig sind. Zum 
Zählen gehört es deshalb auch noch; die Zahl, das 
Ergebnis des Zählens, mit diesem kurzen Namen 
auszusprechen oder mit diesem kurzen Zeichen hinzu- 
schreiben. Bei der Art und "Weise, wie die Namen 
und Zeichen für grössere Zahlen aus denen für kleinere 
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Zahlen Bich zusammensetzen, ist die Zahl zehn von den 
meisten Völkern bevorzugt. Dies rührt davon her, dass 
der Mensch zehn Finger hat, und dass er daher, wenn 
er den zu zählenden Dingen seine Finger Izuordnet, bei 
der Zahl zehn einen Buhepunkt machen muss. 



Da es beim Zählen auf die Beschaffenheit der ge- 
zählten Dinge gar nicht ankommt, so Hegt es nahe, die 
Zahlen auch unabhängig davon zu betrachten, was für 
Dinge gewählt sind. Dann nennt man ßie unbenrannte 
Zahlen im Gegensatz zu den benannten Zahlea| 
z. B, sind , 

4 Personen, 5 Häuser, 8 Stunden 
benannte Zahlen, dagegen 

4, 5, 8, 1896 
unbenannte Zahlen, bei denen man sich irgendwelche 
Benennungen, z. B. Mark, Jahre hinzudenken darf, ohef 
nicht notwendig hinzudenken muss. Jedes von den ge- 
zählten Dingen nennt man eine Einheit. Bei 5 
Häusern ist Haus die Einheit. Bei unbenannten Zahlen 
betrachtet man die Zahl 1 als Einheit. 

Gleich heissen zwei Zahlen, wenn sie beide die- 
selbe Einheit und dasselbe natürliche Zahlbild besitzen. 
Bei gleichen Zahlen muss es deshalb immer gelingen, 
-die Einheiten der einen Zahl den ebenso benannten 
Einheiten der andern Zahl so zuzuordnen, dass alle Ein- 
heiten an dieser Zuordnung teilnehmen. 

Wenn man die Einheiten einer Zahl denen einer 
andern zuordnet, und es sind, nachdem die Einheiten 
der ersten sämtlich zugeordnet sind, noch Einheiten der 
zweiten Zahl da, die noch nicht zugeordnet sind, so 
heissen beide Zahlen ungleich, und zwar ist die erste 
die kleinere, die zweite die grössere. Wenn zwei 
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benannte Zahlen gleich oder . ungleich sind, so müssen 
auch die durch Fortlassung der Benennung entstehenden 
unbenannten Zahlen gleich oder ungleich sein. Deshalb 
beschäftigt man sich in der Arithmetik meist nur mit 
unbenannten Zahlen. Unter „Zahl" schlechthin soll 
immer eine unbenannte Zahl verstanden werden^ wenn 
nicht besonders gesorgt ist; dass sie benannt sein soll. 



Aus dem Begriff der Zahl, der Zahlengleichheit 
näi der Zahlenungleichheit folgen die nachstehenden 
Wahrheiten, welche man GruBidsätzezu nennen pflisgt. 

1. Die Beihenfelge, in welcher man zählt, 
d. h. zuordnet, ist für das Ergebnis desZäh- 
lens gleichgültig. 

2. a = a, d. h. jede Zahl ist sich selbst 
gleich. 

3. Man darf in der Arithmetik immer 
für eine Zahl eine ihr gleiche einsetzen, 
ohne dass dadurch die Eichtigkeit gestört 
wird. Insbesondere folgt hieraus: 

a = c 

b=c (den Strich liesst man „folglich") 

a = b; d. h. in "Worten : 
Sind zwei Zahlen einer und derselben 
dritten Zahl gleich, so sind sie auch unter- 
einander gleich. 

4. a > b 

b < a, d. h. in Worten: 
Vertauscht man die beiden Seiten einer 
Ungleichung, so muss man das Grösser- 
Zeichen in das Kleiner-Zeichen oder umge- 
kehrt verwandeln. 

5. Das Gleichheitszeiche[||,t„eA^(t.oi^leein 
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Grösser-Zeichen zu verwandeln, wenn links 
Grösseres oder wenn rechts Kleineres ein- 
gesetzt wird. Das Gleichheitszeichen ist in 
ein Kleiner-Zeichen zu verwandeln, wenn 
links Kleineres oder wenn rechts Grösseres 
eingesetzt wird. Also in Formelsprache: 



a = b 
c > a 

c > b 



a = b 
c < b 

a > c 



a = b 
c < a 

c < b 



a = b 
c > b 

a < c 



6. Eine Ungleichung behält ihr Ungleich- 
heitszeichen: erstens, wenn man da, wo die 
grössere Zahl steht, eine ihr gleiche oder 
eine noch grössere Zahl einsetzt; zweitens, 
wenn man da, wo die kleinere Zahl steht, 
eine ihr gleiche oder eine noch kleinere Zahl 
einsetzt. Also in Formelsprache: 



a > b 
c = a 


a > b 
c > a 


a > b 
c = b 


a >b 
c< b 


c > b 

a < b 
c = a 


c > b 

a < b 
c < a 


a > 

a < b 
c = b 

a < c 


a > c 

a< b 

c > b 


c < b 


c < b 


a < c 



Zwei Zahlen addieren h eis st, eine dritte Zahl 
bilden, deren Einheiten die sämtlichen Ein- 
heiten der beiden gegebenen Zahlen sind, 
oder was dasselbe ist, ihre Zahlbilder zu einem einzigen 
Zahlbilde verschmelzen, und für das so entstandene Zahl- 
bild die zugehörige Zahl angeben. Die zu addierenden 
Zahlen heissen Summanden, Addenden, Terme, Posten 
oder Glieder, die gesuchte dritte Zahl l^ei^s^ Summe, 



Wählen, Zahl und Addition. 1? 

Da man nur gleichbenannte oder unbenannte Einheiten 
zählen kann, so hat auch nur die Addition von gleich- 
benannten oder von unbenannten Zahlen einen Sinn. 

"Wenn a = b und c = d ist, so folgt daraus a + c 
= b + d, oder in "Worten: Gleiches zu Gleichem 
addiert^ giebt Gleiches. Denn nach Grundsatz 2 
ist b 4- d = b + d und nach Grundsatz 3 darf man nun 
links a für b und o für d setzen, wodurch a + c = 
b + d herauskommt. 

Die beiden, oben mit I. und n. bezeichneten Ge- 
setze, die aus dem Begriff der Addition unmittelbar 
hervorgehen, lauten in Worten: 

I. y ertaaschnngrsgesetz. DiebeidenSumman- 
den einerSumme dürfen vertauscht werden, 
ohne dass dadurch die durch die Summe dar- 
gestellte Zahl sich verändert, z.B.: 7 + 3 = 

3 + 7. 

n. Terbindnngs^esetz. Eine Summe wird zu 
einer Zahl addiert, indem man den ersten 
Summanden addiert und zur erhaltenen 
Summe den andern Summanden addiert, z. B.: 

4 + (5 + 7) = 4 + 5 + 7, indem 4 + 12 = 9 + 7 ist. 

Wegen des Vertauschungsgesetzes ist es rechnerisch 
unnötig, die beiden Summanden durch Namen von ein- 
ander zu unterscheiden. Doch kann man logisch den 
einen Summanden als die zu vermehrende, also passive 
Zahl (Augendus) von dem andern Summanden als der 
vermehrenden, also aktiven Zahl (Auetor) unterscheiden. 

Das Verbindungsgesetz kann noch auf mannigfache 
andere Weise als oben in Worte gekleidet werden, 
namentlich auch so : Wenn man den zweiten Sum- 
manden einer Summe um eine gewisse Zahl 
vermehrt, so wird dadurch die Summe um 
Schubert, Arithmetik und Algebra. '^"^'^ by <^OOgl(^ 



18 



HecbnuDgsarten erster Stufe. 



diese Zahl vermehrt. Aus dem Verbindungsgesetz 
folgt die Richtigkeit der folgenden sechs Schlüsse: 



a = b 

c > d (add.) 

a + c > b + d 



und umgekehrt gelesen: 



a > b 
c=d (add.) 

a4- c > b + d 



b = j 

d < c (add.) 

b + d < a + c 



b < a 

d = c (add.) 



a > b 

c > d (add.) 

ä + c > b + d 

b < a 

d < c (add.) 

b + d < a + c 



b + d < a + c 

Diese sechs Schlüsse lauten in "Worten: 

1. Grösseres zu Gleichem oder Gleiches 
zu Grösserem oder Grösseres zu Grösserem 
addiert, giebt Grösseres. 

2. Kleineres zu Gleichem oder Gleiches 
zu Kleinerem oder Kleineres zu Kleinerem 
addiert, giebt Kleineres. 

Liest man das Verbindungsgesetz rückwärts^ also 
a+b + c = a + (b + c), so lautet es in Worten: Statt 
eine fiumm'e um eine Zahl zu vermehren, 
kann man auch ihren zweiten Summanden 
um dieselbe Zahl vermehren. 



Die wiederholte Anwendung des Vertauschungs- 
und des Verbindungsgesetzes der Addition führen zu 
dem folgenden allgemeinen Gesetze: 

Allgemeines Terbindungsgcsetz der Addition. Bei 
einem Ausdruck, der zwar vielleicht Klam- 
mern, aber nur Additionen enthält, dürfen 
alle Klammern fortgelassen werden, und dür- 
fen auch alle Summanden in beliebige Beihen- 
folge gebracht werden. 

Die Eichtigkeit dieses Gesetzes g|c|^x^^^^&lgenden 
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TJmiormungen eingesehen werden, bei denen immer jeder 
Ausdruck aus dem vorangehenden durch einmalige An- 
wendung entweder des Vertauschungsgesetzes oder des 
Yerbindungsgesetzes hervorgeht : 

1. a + (b + o + d) = a+(b + c) + d = a+b + c+d; 

2. a+b + c=a + (b + c)=:a + (c+b) = a + c + b; 

3. a4-b + c==c + (a + b)==c + (b + a)==c + b + a; 

4. 3+[4 + (c+d)] = 3+4 + (c + d) = 7 + (c + d) 

= c + d + 7. 
Eine Summe^ deren erstes Glied selbst 
wieder eine Summe ist^ fasst man kurz als 
eine Summe von drei Gliedern auf, und so 
fort. Z.B.: 

a+b + c ist eine Summe von drei Gliedern, 
x+y + z + u + vist eine Summe von fünf Gliedern, 
d + (e+ f) + (g -f- b + i) ist eine Summe von drei 
Gliedern. 



Besonders häufig treten Summen von lauter gleichen 
Gliedern auf. Man schreibt dann dieses Glied nur ein- 
mal, setzt davor einen Punkt und vor den Punkt die 
Zahl, welche angiebt, wieviel solche Glieder die Summe 
haben soll. Z. B.: 

4 + 4 + 4 + 4 + 4 = 5.4, 
a+a + a = 3.a, 
X + X = 2 . X. 
Die Zahl, welche zahlt, wieviel Glieder man sich 
denken soll, nennt man den Koefficienten der ab- 
gekürzt geschriebenen Summe. Der Punkt kann 
vor einem Buchstaben oder einer Klammer fortgelassen 
werden. Z. B.: 

a + a + a + a + a + a + a==7a, 
(1) + c) + (b + c) + (b + C),^!,? 
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"Wenn man zwei abgekürzt geschriebene Summen 
mit demselben Gliede zu addieren hat, so hat man nur 
die Koefücienten zu addieren. Denn: 
3a + 2ar=(a + a4-a) + (a + a) = a + a4-a-f a4-a = 5a. 

Eine einzige Zahl kann man als Summe von einem 
Gliede auffassen und deshalb mit dem Koefficienten 1 
behaftet denken. Z. B.: 
4a+a=4a+la=(a+a+a+a)+a = a-fa+a+a+a=5a. 

Ist das Glied einer abgekürzt geschriebenen Summe 
selbst eine Summe, so hat man es in eine Klammer 
einzuschliessen, z. B. 3 (a -f- b). Die abgekürzt ge- 
schriebenen Summen führen später zu einer höheren 
Bechnungsart, der Multiplikation (vgl. § 8). 



§ 6. Subtraktion. 

I. a — b + b = a (Erklärende Formel). 
II. a + b — b = a. 



Eine Zahl a nm eine Zahl b Termindern oder, was 
dasselbe ist, eine Zahl b Ton einer Zalil a subtrahieren 

heisst; die Zahl finden^ zu weicherb addiert 
werden muss, damit a herauskommt. Dies 
spricht Formel I. aus. 14 minus 6 bedeutet also die 
Zahl, welche um 6 vermehrt, 14 ergiebt, oder, was das- 
selbe ist, die Zahl, welche für x gesetzt werden muss, 
damit die Bestimmungsgleichung (vgl. § 3)r 

X + 6 = 14 
richtig wird. Die Subtraktion entsteht also aus der 
Addition dadurch, dass man die Summe und den einen 
Summanden als bekannt und den andern Summan- 
den als unbekannt und deshalb als gesucht 
betrachtet. Man nennt deshalb die Subtraktion die TJ m- 
k e h r u n g der Addition. Bei dieser XJmkehrunff, erhält 
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die bekannte Samme den Namen Minuendus, 
der bekannte Summand den Namen Subtrahendus, 
der gesuchte Summand den Namen Differenz. 
Hiernach besteht die Berechnung einer Differenz 
im E a t e n des Wertes der Unbekannten einer Gleichung. 
TJm z. B. 14 — 6 zu berechnen, hat man den Wert von 
X aus der Gleichung x + 6 = 14 zu raten. Dieses Raten 
wird durch den ersten Rechenunterricht teils gedächtnis- 
mässig, teils methodisch gestaltet. 



Da eine Samme zwei Summanden hat, so kann 
man auch von zwei Umkehrungen der Addition sprechen, 
je nachdem man nämlich den ersten oder den zweiten 
Summanden, den Augendus oder den Auktor (§ 4) als 
gesucht betrachtet. In der That lassen sich diese beiden 
Fälle durch zwei verschieden lautende Fragestel- 
lungen unterscheiden. Man sucht z. B. den Augendus, 
wenn man, um 14 — 6 zu berechnen, fragt, welche 
Zahl um 6 vermehrt werden muss, damit die Summe 
14 entsteht. Dagegen sucht man den Auktor, wenn 
man, um 14 — 6 zu berechnen, fragt, um welche 
Zahl 6 vermehrt werden muss, damit die Summe 14 
entsteht. Die Arithmetik hat es jedoch, dank dem 
Vertauschungsgesetze der Addition (§ 4), nicht nötig, 
die beiden Umkehrungen der Addition als zwei ver- 
schiedene Rechnungsarten zu unterscheiden. 

Während "die Addition zweier Zahlen immer aus- 
führbar ist, kann die Subtraktion zweier Zahlen nur 
dann ausgeführt werden, wenn der Minuendus grösser als 
der Subtrahendus ist. Dies rührt daher, dass der Minuen- 
dus, der Erklärung gemäss, immer grösser als der Subtra- 
hendus sein muss, und zwar um die gesuchte Differenz. 
Beispielsweise ist 8 — 12 eine sinnlose^Yf^lögiP^^"? 
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zweier Zahlen durch das Subtraktionszeichen, weil ös 
kein Ergebnis des Zählens giebt, das, um 12 vermirhrt^ 
8 geben könnte. 

Da die Subtraktion zweier Zahlen, wenii sie Sinn 
hat, immer nur zu einem einzigen Ergebnis führen kann, 
80 lässt sich aus a = b und c = d s^liessen , dass 
a — c = b — d sein mass. Denn matt kann wegen der 
Eindeutigkeit der Dijfferenz von b — d = b — d aus- 
gehen, und dann links a für b und c für d setzen. Dieser 
Schluss lautet in Worten: Gleiches von G-leichem 
subtrahiert, giebt Gleiches. 



Die Formel II. a + b — b = aist deshalb richtig, 
weil a + b — b, der Erklärung gemäss, die Zahl be- 
deutet, die , um b vermehrt, a + b ergiebt. Es kann 
jedoch die Eigenschaft, um b vermehrt, a + b zu liefern, 
keine andere Zahl haben als a. Die Eormeln I. und II. 
liefern zusammen folgende ßechenregel: Addition und 
Subtraktion derselben Zahl heben sich auf. 

Bei der Subtraktion von zwei abgekürzt geschriebe- 
nen Summen mit gleichem Gliede hat man nur die 
Koefficienten zu subtrahieren. Beispiel: 

6 a— 4a = (a + a + a + a + a + a)--(a + a + a + a) 
= a + a + (a + a + a + a) — (a + a + a + a) = a + a = 2a. 

Daraus, dass x = a — b und x + b = a ganz das- 
selbe, nur in zwei verschiedenen Schreibweisen, aus- 
sagen, ergiebt sich die für die Lösung von Gleichun- 
gen wichtige; 

Transpositionsregrel erster Stufe. Eine Zahl, 
welche auf der einen Seite einer Gleichung 
Summandus ist, kanndort fortgelassen und 
auf die andereSeite derGleichung als Sub- 
trahendus geschrieben werden und umge- 
kehrt. Mft» »ennt dann die Zahl t r a i^ jj^^gg J;. Z. B.: 
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aus X + 6 = 14 folgt X = 14 — 6, 
aus 5 + X = 17 folgt X = 17 — 5, 
aus X — 8 = 11 folgt X = 11 + 8, 
Ist die Unbekannte x Subtrahendus, so wendet man 
am besten die aus dem Vertauschungsgesetze der Ad- 
dition folgende Eegel an: SubtrahendusundDiffe- 
renz dürfen vertauscht werden. Z. B,: 
aus 9 — X = 4 folgt 9 — 4 = x. 
Diese vier Beispiele zeigen zugleich, wie durch Trans- 
ponieren die Isolierung einer unbekannten Zahl und so 
die Lösung von Gleichnngen bewerkstelligt werden kann. 
Das Transponieren kann auch als eine Anwendung 
der Sätze „Gleiches zu Gleichem addiert, giebt 
Gleiches* und „Gleiches von Gleichem sub- 
trahiert, giebt Gleiches" aufgefasst werden. Sub- 
trahiert man z. B. von x + 6 = 14 die Gleichung 6 = 6, 
so erhält man, dax + 6 — 6 = x ist, x = 14 — 6 = 8. 



§ 6. Begeln für die ei-ste Stufe. 

I. a + (b + c) = a + b + c (Verb.-Ges. d. Add. § 4, II), 

II. a+(h — c) = a + b — c, 

III. a — (b + c) = a — b — c, 

IV. a ~ (b — c) = a — b + c, 
y. a-b = (a + d)-(b + d), 
YI. a-b = (a-d)-(b-d). 



Die Formel I. ist schon in § 4 aus dem Begriff 
der Addition abgeleitet. Bei den übrigen Pormeln ist 
mindestens eine Seite eine Differenz. Um sie zu be- 
weisen^ hat man also, wegen der erklärenden Formel 
der Subtraktion (§5), nur zu prüfen, ob die andere 
Seite der Formel, um den Subtrahendus der Differenz 
vermehrt, den Minuendua ergiebt. Bei dieser Prüfung 
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darf man alle bis dahin bewiesenen Formeln, vorwärts 
oder rückwärts gelesen, anwenden. Dies sind aber bis 
jetzt nur die beiden Formeln des § 4 und die beiden 
Formeln des § 5. 

Dass II. richtig ist, ergiebt sich so: 

a+(b — c) + c = a+[(b — c) + c]=a + b; 
Dass III. richtig ist, ergiebt sich so: 
a— b — c+(b + c) = a — b — c+(c+b) = a— b — c + c+b 
= a — b + b = a; 
Das IV. richtig ist, ergiebt sich so: 
a~b+c+(b-c) = a-b+[c+(b-c)]=a-b+[b-c+c] 
= a — b + b = a; 
Das V. richtig ist, ergiebt sich so: 

a — b + (b + d) = a — b + b + d = a+dj 
Dass VI. richtig ist, ergiebt sich so: 

a--b + (b — d) = a — b + b — d = a — d. 
Das Uebersetzen der Formeln, vorwärts und rück- 
wärts gelesen, ist schon im Abschnitt I. eingeübt. Die 
Formeln I. bis IV. liefern, vorwärts gelesen, Regeln, 
wie Summen und Differenzen addiert und subtrahiert 
werden dürfen, dagegen, rückwärts gelesen. Regeln, wie 
Summen und Differenzen vermehrt oder vermindert 
werden dürfen. Im ersten Falle werden die Klammem 
gelöst, im zweiten Falle gesetzt. 



Durch mehrmalige Anwendung der Formeln I. bis 
IV. kann man auch Klammern lösen, welche auf Plus- 
oder Minuszeichen folgen und verwickeitere Ausdrücke 
einschliessen. Z. B.: 

1. a + b + (o — d + e)=a + b + (o— d) + e 

= a + b + o — d+e; 

2. p+[a + (b-c)-d] = p + [a + (b-c)]-d 

= p + a + (b — c)— d = p + a + b — — d; 
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3. V— (x— y + z — u) = V — (x — y + z) + u = 
V — (x — y) — z-fu = v — x + y — z + u. 

Hieraus ergeben sich die Kegeln: 

Erste Regel: Eine Klammer, vor der ein 
Pluszeichen steht, kann ohne weiteres fort- 
gelassen werden. 

Zweite Regel: Eine Klammer^ vor der ein 
Minuszeichen steht, kann man fortlassen^ 
wenn man dabei Addenden in Subtrahenden, 
Subtrahenden in Addenden und den etwa 
vorhandenen Minuendus in einen Subtra- 
hendus verwandelt, d.h., wenn man die Plus- 
zeichen in Minuszeichen, die Minuszeichen 
in Pluszeichen verwandelt. Eine innerhalb 
der aufzulösenden Klammer stehende neue 
Klammer ist dabei zunächst unversehrt zu 
lassen. 

Aus den Formeln des § 4, § 5 und den obigen 
Formeln I. bis IV. folgen auch leicht die Formeln: 
a + b + c = a+c + b, a + b — c = a — c + b, 
a — b + c = a + c — b, a — b — c = a — c — b, 
woraus hervorgeht: 

Dritte Regel: Summanden und Subtrahen- 
den dürfen in beliebige Reihenfolge ge- 
bracht werden. 

Aus dieser Regel und der Formel a — b — c = 
a — (h + o) ergiebt sich: 

Tierte Regel: Ein Ausdruck, der keine 
andern Rechnungsarten als Addition und 
Subtraktion enthält, wird berechnet, indem 
man erstens nach der ersten und zweiten 
Regel alle Klammern löst, und indem man 
zweitens die Summe der hinter Minuszeichen 
stehenden Zahlen von der Summme .der. 
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hinter Pluszeichen stehenden Zahlen sab« 
trahiert. Z. B.: 

ll-[5-(8-6)] + (7-3+12)=ll-5+(8-6)+7-3+12 

=11—5+8—6+7—3+12 = (11+8+7+12)— (5+6+3) 

= 38 — 14 = 24. 



Die Schlüsse, welche den bei der Addition (vgl. 
dort) klargelegten 6 Schlüssen bei der Subtraktion 
entsprechen, sind folgende: 



a >b 


a = b 


a > b 


c = d (subt.) 


c > d (subt.) 


c*< d (subt.) 


a — c > b — d 


a_c< b — d 


a — c >b — d 


nd, umgekehrt gelesen: 




b < a 


b = a 


b< a 


d = c (subt.) 


d < c (subt.) 


d >'c (subt.) 


b — d < a — c 


b — d > a — c 


b — d:< a — c 



Dabei ist natürlich vorausgesetzt, dass c < a und 
d < b ist; weil sonst die Subtraktionen keinen Sinn 
hätten. 

Man beweist diese Schlüsse, indem man jede Un- 
gleichung in eine Gleichung verwandelt, und dann die 
Formeln I. bis IV. anwendet. Z. B. sagt man c = d + p 

statt c >:d und erhält so aus < "~ j > < j • >, 

\c >d/ \c = d + p/' 

woraus a — c = b — d — p folgt, d, h. a — c kleiner als 

b — d, nämlich um p. 
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§ 7. Null und negative Zahlen. 

Erweiterung des Zahlbegriffs : a — b + b = a, 
anch wenn a nicht grösser als b ist. 

I. Erklärung der Null ; a — a = b — b = 0. 

IL Erklärung der negativen Zahlen: 

a — (a + n) = b — (b + n) = — n, 

III. Rechnen mit Null: 

a-fO==a, a — = a, — a= — a. 

IT. Rechnen mit negativen Zahlen: 

a+(— n)=a— n, a— (— n)=a+n, (— n)— a=— (n+a). 



Da bei der Erklärung der Subtraktion aus der 
Addition die Summe zum Minuenden wird, also grösser 
als der Subtrahend sein muss^ so hat a — b^ wenna 
gleich oder kleiner als b ist, zwar die Form 
einer Differenz, aber dennoch gar keinen Sinn^ weil 
a — b dann keine Zahl im Sinne des § 4; d. h. kein 
Ergebnis des Zählens, darstellt. Wenn aber etwas 
noch keinen Sinn hat, so kann man ihm noch einen 
Sinn erteilen, und es erscheint zweckmässig, der Diffe- 
renzform a — b, wo a gleich oder kleiner als b ist, 
einen Sinn zu arteilen, der gestattet, dass 
man mit dieser Differenzform so rechnen 
darf^ wie mit eigentlichen Differenzen.*) Da 
alles Eechnen mit Differenzen aber auf der erklärenden 
Formel a — b + b = a beruht, so erreicht man das ge- 



*) Der Gedanke, einer bis dahin sinnlosen Verknüpfung zweier 
Zahlen den Sinn zu erteilen, der gestattet, dass man damit rechnen 
kann, wie mit Sinn habenden, ebenso gestalteten Verknüpfungen, wird 
in der Arithmetik konsequent durchgeführt, und führt zu den ver- 
schiedenen Erweiterungen des Zahlbegriffs (gebrochene, irrationale, 
imaginäre Zahlen). Indem man diesen Gedanken durchführt, wendet 
man ein Prinzip an, das Hankel „Prinzip der Permanenz« genannt hat, 
und das wir hier „Princip der Ausnahmslosigkeit« nennen wollen. 
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nannte Ziel, wenn man unter a — b, wo a gleich oder 
kleiner als b ist, etwas versteht, was, vermehrt um b, 
a liefert. Mit 3 — 3 verspricht man also, dass man 
3 — 3 + 3 gleich 3 setzen will, und mit 5 — 8, dass man 
5 — 8 + 8 gleich 5 setzen will. Da man also mit a — b, 
wenn a gleich oder kleiner als b ist, rechnen kann, wie 
mit eigentlichen Differenzen, also auch die Formel V. 
und VI. aus § 6 auf eine solche Differenzform an« 
wenden kann, so erhält man: 
a — a = b — b 
und a — (a + n) = b — (b + n). 

Für alle hiernach einander gleichen Differenzformen, 
bei denen Minuend und Subtrahend dieselben Zahlen 
sind, hat man ein gemeinsames Zeichen eingeführt, 
nämlich das Zeichen: 

(gelesen: ^^nnll^). 

Ebenso hat man für alle einander gleichen Diffe- 
renzformen, bei denen der Subtrahend um n grösser ist 
als der Minuend, ein gemeinsames Zeichen eingeführt, 
nämlich das Zeichen: 

— n (gelesen: minus n). 

Indem man diese Differenzformen auch Zahlen 
nennt, erweitert man den in § 4 erörterten Zahlbegriff. 

Beispiele: 4 — 4 = 0, 8 — 8 = 0, 8— 11 = — 3, 
20 — 21 = — 1. 

Wenn man die Zahlen: 

—"" 1, "~— 2j — Oj •"- 4, ~~ O, . • • 
den natürlichen Zahlen (im Sinne des § 4) 

1, 2, 3, 4, 5, . . . 
sich entsprechen lässt, so nennt man die neuen 
Zahlen negativ, die alten positiv. 

Da + a oder a + = a + (b — b) = a+b — b = a 
ist, und da auch a — = a — (b — b) = a — b + b = a 
ist^ so gilt der Satz: 
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Eine Zahl bleibt ungeändert, wenn man 
sie um vermehrt oder vermindert 

Da 0— n = b — b — n = b — (b + n) = — n ist, so 
gilt der Satz: 

EineZahl geht in die entsprechende ne- 
gative über, wenn man sie von subtrahiert. 
Da hiernach — n = — ^n, + n5=n ist, so liegt 
es nahe, für n auch + n zu schreiben. Demgemäss 
sagt man statt positiver und negativer Zahlen auch 
Zahlen mit dem Vorzeichen plus und Zahlen mit 
dem Vorzeichen minus. Von den beiden Vorzeichen 

+ und — 
heisst das eine das umgekehrte oder das entgegen- 
gesetzte des andern. 

Die in der TJeberschrift mit IV. bezeichneten drei 
Formeln lassen sich folgendermassen beweisen: 

a+(-n) = a + [b-(b+n)] = a + b-(b+n) = 

a + b — b — n = a — n; 
a-(— n) = a— [b — (b-fn)] = a — b + (b + n) = 

a — b-|-b + n = a + ö; 
( — n) — a = b — (b + n) — a = b — b — n — a = 
— n — a = — (n-|-a) = -~(n + a). 
Liest man die erste der hiermit bewiesenen drei 
Formeln umgekehrt und schreibt dabei + n statt n, 
so erhält man a ^- (+ n) = a -|- ( — n). Diese Formel 
führt im Verein mit der zweiten von den obigen drei 
Formeln zu dem Satze: 

Eine positive Zahl subtrahiert man, in- 
dem man die entsprechende negative addiert. 
Eine negative Zahl subtrahiert man, indem 
man die entsprechende positive addiert. 

Hierdurch ist das Subtrahieren von mit Vorzeichen 
versehenen Zahlen immer in ein Addieren solcher Zahlen 
verwandelt. Für das Addieren solchei-^^^^fthJ^Aai^er 
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gelten die folgenden aus dem Obigen hervorgehenden 
drei Sätze: 

1. Zwei positive Zahlen werden addiert, 
indem man sie, abgesehen vom Vorzeichen, 
addiert, und der erhaltenen Summe das po- 
sitive Vorzeichen giebt. Z. B.: 

(+ 3) + (+ 6) = + 9. 

2. Zwei negative Zahlen werden addiert, 
indem man sie, abgesehen vom Vorzeichen, 
addiert, und der erhaltenen Summe das ne- 
gative Vorzeichen giebt. Z.B.: 

(_4) + (-8) = -12. 

3. Eine positive Zahl und eine negative 
Zahl werden addiert, indem man sie, abge- 
sehen vom Vorzeichen, subtrahiert, undder 
erhaltenen Differenz das Vorzeichen der 
grösseren Zahl giebt. Z. B.: 

(_4) + (+9) = + 5,(-13) + (+ll): 2. 



Die Erfindung der negativen Zahlen ermöglicht 
es, einen klammerlosen Ausdruck, der nur Additionen 
und Subtraktionen enthält, als eine Summe von Zahlen 
aufzufassen^ die entweder positiv pder negativ sind. Es 
ist z. B. 7 — 5 + 3 + 8 — 4 eine Summe der Zahlen 
(+7), (-5), (+3), (+8), (—4). Hiernach kann man 
die zweite Begel in § 6 kurz so aussprechen: 

EineKlammer, vor der ein Minuszeichen 
steht, wird aufgelöst, indem man die Vor- 
zeichen der in ihr enthaltenen Summanden 
umkehrt. 

Durch die Erfindung der Null und der negativen 
Zahlen erhalten alle bisher aufgestellten Eormeln einen 
ausgedehnteren Sinn und die in § 4, § 5, § 6 aufge- 
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stellten Vergleichungsschlüsse eine ausgedehntere An- 
wendung, wenn man beachtet, dass a grösser als b 
heissen soll, wenn a — b positiv ist^ gleichviel ob a und 
b null; positiv oder negativ sind. Z. B.; 



+ 7 >— 3 
— 3 > — 4 



+ 7 > 



-4= -4 

+ 2 >-2 (add.) 



0< +8 

-3 >-4(subt.) 



+ 3< +12. 



-2 > -6 

Auch ermöglicht die Einführung der Null und der 
negativen Zahlen die Lösbarkeit von Gleichungen, die 
bis dahin als unlösbar gelten mussten. Z. B. ergiebt: 

5-(x+8) = + l 
die Lösung 5 — x — 8 = +l oder — 3 = x -j- 1 oder 
— 4 = z, df h, 

x = — 4. 



Die Betrachtungen, welche auf die Erfindung der 
Null und der negativen Zahlen führten, lassen sich ohne 
weiteres auch auf benannte Zahlen übertragen. So ist 
z. B. — S JC eine Difierenzform , welche ausspricht, 
dass man 

— 8.^ + (n + 8).^ = n.^ 
setzen will. In den Anwendungen kann man aus einer 
negativen benannten Zahl durch Veränderung eines 
Wortes meist die entsprechende positiv benannte Zahl 
bilden. So heisst z. B. : 

— a Schritte vorwärts dasselbe wie a .Schritte 

rückwärts, 

— a Mark Vermögen dasselbe wie a Mark Schulden, 

— a Mark Gewinn dasselbe wie a Mark Verlust. 
Ferner heisst z. B. : 

Schritte vorwärts dasselbe wie keinen Schritt 
vorwärts und auch keinen rückwärts. 
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IIT. Altechnitt. 

Redmungsarten zweiter Stufe. 



§ 8. Multiplikation. 



1) 2) 8) m) 

Erklärende Formel : a + a + a+. ..+» = *• m» 

I. a . m + a . p = a (m + p)> 

II. a . m — a . p = a (m — p), wo 
m > p ist^ 

III. b.iii + c.iii = (b + c)iii, 
, IT. b . m — c • m = (b — c} m. 

Yertanschnngsgesetz : V. a . b = b . a. 
Yerbindnngrsgresetz : VI. a . (b . c) = a . b . c 



Yerteilangsgesetze : 



Eine Zahl a mit einer Zahl m mnltiplizieren, heisst, 
eine Summe von m Summanden bilden, so 
dass jeder Summand a ist. Die Zahl a, welche 
als Summand gedacht ist, heisst Multiplikandus, 
die Zahl m, welche angiebt, wie oft die andere Zahl 
a als Summand gedacht ist, heisst Multiplikator. 
Der Multiplikandus, als die passive Zahl, ist in den 
obigen Formeln immer vor den Multiplikator,, als die 
aktive Zahl^ gesetzt. Das Ergebnis der Multiplikation, 
welches man a.m oder auch am schreibt^ heisst Pro- 
dukt. Hiernach kann der Multiplikator, welcher ja 
ein „wie oft" zählt, naturgemäss nur eine natürliche 
Zahl im Sinne des § 4 sein. Dagegen kann der Mul- 
tiplikandus positiv, null und negativ sein. Z. B.: 

(+a).4 = + a+a + a + a = + (4a), 

0.4 = 0+0 + + 0=0, 

(-a).4 = (-a) + (-a) + (-a) + (-a) = -(4a). 
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Insofern man a als Summe von einem Summanden 
aufiasst; setzt man auch a , 1 = a. 

Da man nicht allein unbenannte, sondern auch 
gleichbenannte Zahlen addieren kann, so kann der Mul- 
tiplikandos auch eine benannte Zahl sein. Dann hat 
das Produkt dieselbe Benennung, Z. B.: 5 Bücher 
mal 4 gleich 20 Bücher. Dagegen ist ein benannter 
Multiplikator Unsinn. Denn es würde z. B. 4 mal 
5 Bücher, wo 4 Multiplikand, 5 Bücher Multiplikator 
wäre, verlangen, dass man die Zahl vier 5 Bücher mal 
als Summanden setzen soll, was Unsinn ist. 

Da die Verknüpfung zweier Zahlen durch Multi- 
plikation nur zu einem einzigen Ergebnis führt, so kann 
man den Satz aufstellen: Gleiches mit Gleichem 
multipliziert, giebt Gleiches. Denn wenn a = b 
und c = d ist, so kann man dann von b . d = b . d aus- 
gehen, links a f ür b und c f ür d setzen, so dass sich 
a.c = b.d ergiebt. 



Der Beweis der vier Verteilungsgesetze geht aus 
Folgendem hervor: 

/i) 2) m)\ /i) 2) p)\ 

I. a.m+a.p=\^a + a+..« + a/ + V*+*+*" + ^/ 

1) 2) m-fp) 

a=:a + a+ . . • + a = a(m + p); 

/i) 2) m)\ /i) 2) p)\ 

II. a . m — a . p = \^a+a + . . • +a / — \^a+a+ . . . + a^ 

/l) 8) p)\ /p+l)p-h2) m)\ /l) 2) p)\ 

=(^a+a+ . . .+aj+\^. a +a+. . .+a;-\^a+a+. . .+aj 



1) 2) m-p) 

= a + a+ ...+ a = a(m — p); 

Schubert, Arithmetik und Algebra. 



Digitized by VjOOQICj 



34 Rechnnngsarten zweiter Stufe, 

1) 9) m) 

m. b.m = b + bH-...+l) 

1) 2) m) 

c. m = c + c + • . . +c (add.) 

1) 2) in) 

b.m + c.m = (b + c) + (b + c)+.. . + (b + c) 
= (b + c)m; 

1) 9) m) 

IV. b.m r= b + b +... + b 

1) 2) in) 

c.m =c + c+.., + c (subt.) 

b.m— o.m = (^b — c^ + (^b — cj + , . . + \^b — c^ 
= (b — c)m. 

In "Worten beissen diese vier Verteilungsgesetze: 

I. (vorwärts gelesen): Die Summe zweier Pro- 
dukte Yon gleiobem Multiplikandus ist gleich 
dem Produkte dieses Multiplikandus mit 
der Summe der Multiplikatoren. 

I. (rückwärts gelesen) : Mit einer Summe mul- 
tipliziert man, indem man mit den Summan- 
den einzeln multipliziert und die erhalte- 
nen Produkte addiert. 

n. (vorwärts gelesen): Die Differenz zweier 
Produkte von gleichem Multiplikandus ist 
gleich demProdukte dieses Multiplikandus 
mit der Differenz der Multiplikatoren. 

IL (rückwärts gelesen): Mit einer Differenz 
multipliziert man, indem man mit Minnen du s 
und Subtrahendus einzeln multipliziert und 
die erhaltenen Produkte subtrahiert. 

m. (vorwärts gelesen): Die Summe zweier 
Produkte von gleichem Multiplikator ist 
gleich dem Produkte der Summe der Multi- 
plikanden mit dem gleichen Multiplikator. 

III. (rückwärts gelesen): Eine Summe raulti- 
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pliziert man, indem man ihre Summanden 
einzeln multipliziert und die erhaltenen Pro- 
dukte addiert. 

IV. (vorwärts gelesen) : Die Differenz zweier 
Produkte von gleichem Multiplikator ist 
gleich demProdukte derDifferenz derMul- 
tiplikanden mit dem gleichen Multiplikator. 

IV. (rückwärts gelesen) : Eine Differenz mul- 
tipliziert man, indem man Minuendus und 
Subtrahendus einzeln multipliziert und die 
erhaltenen Produkte subtrahiert. 

Auf den Verteilungsgesetzen beruht die Richtig- 
keit der folgenden Schlüsse: 



a = b 

c > d (mult.) 

a. c > b. d 



a > b 

c = d (mult.) 

a.c > b. d 



oder, rückwärts gelesen: 



b = a 

d < c (mult.) 

b ,d < a.c 



b < a 

d = c (mult.) 



a > b 

c > d (mult.) 

a.c > b. d 



b < a 

d < c (mult.) 

b . d < a.c 



b . d < a.c 

Um z. B. den zu zweit genannten Schluss zu be- 
weisen, schreibt man a = b + p statt a > b, wo p die 
Zahl ist, um welche a grösser als b ist. Dann ergiebt 
sich durch Multiplikation mit c = d zunächst a . c = 
b . d + p . d, d. h. aber a.c > b . d, nämlich um p . d. 



Nach der Definition der Multiplikation hat ein 
Produkt, dessen Multiplikator null oder negativ ist, 
keinen Sinn. Um ihm einen Sinn beizulegen, der ge- 
stattet, dass alle Kechengesetze auch für solche Pro- 
dukte bestehen bleiben, muss man, gemäss § 7, null und 
negative Zahlen als Differenzen auffassen, und die Ee- 
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geln, wie mit einer Differenas multipliziert wird (Yer- 
teilungsgesetz IL rückwärts), auf die zu Null und ne- 
gativen Zahlen führenden uneigentlichen Differenzen 
übertragen. So erhält man: 

a.O = a.(b — b) = a.b — a.b=rO, 
a . (— n) = a . [b — (b + n)] = a . b — a . (b + n) 
=:a.b — (a.b-j-a.n)=:ab — ab — an = .—(an). 
Diese Ergebnisse lauten in "Worten: 
Durch Multiplikation einer beliebigen 
Zahl mit Null erhält man wieder Null. 

Mit einer negativen Zahl multipliziert 
man^ indem man mit ihr^ abgesehen vom 
Vorzeichen, multipliziert, und dem erlial« 
tenen Produkte das entgegengesetzte Vor- 
zeichen giebt. 

Ist insbesondere Multiplikator und Multiplikandus 
negativ, so ergiebt sich eine positive Zahl, wie auch 
aus der folgenden Ableitung hervorgeht: 
(_a).(_b)=.(-a)[c-(c+b)] 

= ( — a).c — ( — a)(c-f-b) = — ac — [ — ac — ab] 
= — ac-|-ac + ab = H-(ab). 
Fasst man die beiden obigen Eegeln über das Multi- 
plizieren mit null und negativen Zahlen mit den Begeln 
über das Multiplizieren von null und negativen Zahlen 
zusammen, so erhält man: 

1. Ein Produkt ist gleich null, wenn Multi- 
plikator oder Multiplikandus oder beide null 
sind. 

2. Zwei Zahlen, von denen jede positiv 
oder negativ sein kann, werden multipliziert, 
indem man sie, abgesehen vom Vorzeichen, 
multipliziert, und dem erhaltenen Produkte 
das positive oder das negative Vorzeichen 
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giebt^ je nachdemdie beiden Zahlen gleiche 
oder angleiche Yorzeiehen hatten. 



Die Yerteilungsgesetze lassen sich leioht auch anf 
die Fälle ausdehnen, wo Multiplikator oder Multipli- 
kandus Summen sind, die beliebig viele positive oder 
negative Summanden umfassen. Namentlich ist also: 

1. ap + aq + ar = a(p + q+r), 

2. ap + aq — ar=a(p + q — r), 

3. am + bm + cm = (a + b + c)m, 

4. am — bm + cm = (a — b + c)m. 

In 1. und 2. erscheint der Multiplikandus a, in 
3. und 4. der Multiplikator m „abgesonder t". Beim 
Absondern werden also B^lammem gebildet. Liest 
man die vier Formeln umgekehrt, so erscheinen die 
Klammern ,,gelöst". 

Ans den Yerteilungsgesetzen gehen ferner dieE,egejn 
für die Fälle hervor, wo Multiplikator und Multipli- 
kandus beide Summen oder Differenzen sind. Nämlich: 

5. (a + b)(c + d) = ac+ad + bc + bd, 

6. (a + b)(c— d) = ac — ad+bc— bd, 

7. (a— b)(c + d) = ac+ad-~bc — bd, 

8. (a— b)(c— d) = ac — ad— bc + bd. 

Für den Fall, dass Multiplikandus und Multipli- 
kator mehr als zwei positive oder negative Summanden 
einschliessen, diene folgendes Beispiel: 

(a + b — c) (e — f — g + h) = ae — af — ag + ah 
+ be — bf — bg + bh — ce + cf+cg — eh. 

Demgemäss lautet die 

AUgremeine Terteiinngsregel : Eine Summe, die 
beliebig viele positive oder negative Sum- 
manden umfasst, wird mit einsr andern sol- 
chen Summe multipliziert, indg^i^^^yi^a^i^i^ea 
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Summanden der ersten Summe mit jedem 
Summanden der zweiten Summe multipli- 
ziert und das Vorzeichen jedes Produktes 
nach der Gedächtnisregel bestimmt: „Gleiche 
Vorzeichen geben Plus^ ungleiche Minus", 



Das Vertauschungsgesetz lässt sich mit Hilfe der 
Verteilungsgesetze beweisen; nämlich: 

/i) 2) a)\ 1) 2) a) 

a.b = U + l + ... + lJb = l.b + l.b + ... + l.b 
1) 2) a) 

= b + b-I-... + b = b.a. 

Bei diesem Beweise ist vorausgesetzt, dass a eine 
natürliche Zahl im Sinne des § 4 ist. Es ist aber auch 
0.b = b.O, weil beide null sind. Ebenso ist ( — n) . a 
= a . ( — n), weil beide — (a . n) ergeben. In "Worten 
lautet das 

Yertauschungggesetz s Multiplikandus und 
Multiplikator dürfen vertauscht werden, 
ohne dass dadurch die von dem Produkte 
dargestellte Zahl sich ändert. 

Ist der Multiplikandus eine benannte Zahl, so ver- 
liert das Vertauschungsgesetz seine Gültigkeit, weil der 
Multiplikator nicht benannt sein darf. 

"Wegen des Vertauschungsgesetzes ist es bei unbe- 
nannten Zahlen meist zwecklos, Multiplikator und Multi- 
plikandus zu unterscheiden. Man bezeichnet deshalb 
beide mit einem gemeinsamen Namen^ nämlich Faktor, 
und schreibt die beiden Eaktoren eines Produkts in 
beliebiger Reihenfolge. Den einen Faktor nennt man 
den Koeffleienten des andern. Das Produkt nennt 
man ein Vielfaches von jedem seiner Faktoren, 
■^nd jeden Faktor einen Teiler des Produkts. 
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Auch das Yerbindungsgesetz lässt sich mit Hilfe 
der Verteilungsgesetze beweisen, nämlich: 

1) 2) 0) 1) 2) C) 

a.b.c = a.b + a.b + ... + a.b = a(b+b+...+b) 
= a . (b . c). 

Bei diesem Beweise ist vorausgesetzt, dass c eine 
natürliche Zahl im Sinne des § 4 ist. Es ist aber auch 
a,b.O = a.(b.O), weil beide null ergeben. Ebenso ist 
a . b . ( — n) = a . [b . ( — n)], weil beide zu — (a , b • n) 
führen. In Worten lautet das 

Yerbindungsgesetz (vorwärts gelesen): Mit einem 
Produkte multipliziert man, indem man mit 
dem Multiplikandus multipliziert und das 
erhaltene Produkt dann noch mitdemMulti- 
plikator multipliziert, (rückwärts gelesen:) Ein 
Produkt wird multipliziert, indem man den 
Multiplikator multipliziert und mit dem er- 
haltenen Produkte dann noch den Multipli- 
kandus multipliziert. 

Die vereinigte "Wirkung des Vertauschungs- und 
des Yerbindungsgesetzes führt zu folgendem Ergebnis : 
abc = acb = bac = bca = cab = cba=a(bc) 
= a(cb) = b(ac) = b(ca) = c(ab) = c(ba), 
und überhaupt zu der 

Allgemeinen Yerbindnngsregel: Bei einemAus- 
druck, welcher ausserhalb und innerhalb der 
Klammern keine anderen Eechnungsarteu 
als Multiplikationen enthält, dürfen alle 
Klammern beliebig fortgelassen und gesetzt 
werden, und dürfen auch alle F aktoren in 
beliebige Beihenfolge gebracht werden. Z. B.: 
2c(5b)a=:2.5a.b.c = 10abc. 

EinProdukt, dessen einerFaktor selbst 
wieder ein Produkt ist, bezeichnet majo kurz 
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als ein Produkt yon drei Faktoren und so 

fort. Z. B.: 

abc ist ein Produkt von drei Faktoren, 
aaaa ist ein Produkt von vier Faktoren^ 
3(a + b)cd(e + f) ist ein Produkt von fünf Faktoren. 
Eine Zahl oder eine Summe oder eine Differenz 

bezeichnet man auch wohl als ein Produkt von einem 

Faktor. 



Für ein Produkt von lauter gleichen Faktoren 
schreibt man zur Abkürzung den Faktor nur ein- 
mal und stellt die Zahl, welche angiebt; wie oft er ge- 
setzt ist, höher und kleiner rechts daneben. Z.B. 
schreibt man statt aaaa kürzer a^ (gelesen: a hoch 
vier) und nennt dann ein derartig abgekürzt geschrie- 
benes Produkt eine Potenz, die Zahl, welche als 
Faktor gesetzt wird, B a s i s^ und die Zahl; welche zählt, 
wie oft die Basis als- Faktor zu denken ist, Ex- 
ponent. Man nennt auch a* die vierte Potenz von a 
und liest deshalb a^ auch „a zur vierten Potenz'' oder 
kürzer „a zur vierten". 

"Wie Potenzen derselben Basis zu multiplizieren sind, 
ergiebt sich unmittelbar aus ihrer Erklärung, z.B.: 
a^.a^ = (aaaa)(aaa) = aaaaaaa = a7, 
b5.b7 = bi2, 26. 2*= 210, 73.7 = 7*. 

"Wenn also Potenzen gleicher Basis multipliziert 
werden sollen, müssen ihre Exponenten addiert werden. 
Ist die Basis einer Potenz eine Summe, eine Differenz 
oder ein Produkt, so hat man sie einzuklammern, z. B. 
(a + b)8. 

So wie die abgekürzt geschriebenen Summen eine 
neue Rechnungsart, die Multiplikation, hervorriefen, so 
rufen auch die abgekürzt geschriebenen ^^^u|cte eine 
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neue Rechnungsart^ die Potenzierung hervor, die jedoch 
erst später als besondere Bechnungsart behandelt wer- 
den wird. 

§ 9. DlYisIon. 

I. a:b.b =:a (Erklärende Formel). 

II. a.b:b = a. 



Eine Zahl a dnreh ein6 Zahl b dividieren oder, 
was dasselbe ist, eine Zahl b in eine Zahl a difidieren, 

heisst, die Zahl finden, welche mit b multi- 
pliziert werden muss, damit a herauskommt. 
Dies spricht Formel I. aus. 15 durch 3 bedeutet also 
die Zahl, welche mit 3 multipliziert, 15 ergiebt, oder, 
was dasselbe ist, die Zahl, welche für x gesetzt werden 
muss, damit die Bestimmungsgleichung (vgl. § 3): 

x.3=l5 
richtig wird. Die Division entsteht also aus der Multi- 
plikation dadurch, dass man das Produkt und den einen 
Faktor als bekannt und den andern Faktor als 
unbekannt und deshalb als gesucht betrachtet 
Man nennt deshalb die Division die TJmkehrung der 
Multiplikation. Bei dieser TJmkehrung erhält: 
das bekannte Produkt den Namen Dividendus, 
der bekannte Faktor den Namen Divisor, 
der gesuchte Faktor den Namen Quotient. 

Hiernach besteht die Berechnung eines Quotienten 
im Eaten des Wertes der Unbekannten einer Gleichung. 
Um z. B. 15 : 3 zu berechnen, hat man den "Wert von 
X aus der Gleichung x . 3 = 15 zu raten. Dieses Raten 
wird durch den Rechenunterricht teils gedächtnismässig, 
teils methodisch gestaltet. 

Statt des aus einem Doppelpunkte bestehenden Di- 
visionszeichens schreibt man auch einen w a gjy^^ h t e n 
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Strich, über den man den Dividendus und unter 
den man den Divisor stellt. Diese Schreibweise macht 
oft Klammern überflüssig, weil der Divisionsstrich über 
die Eeihenfolge der Bechnungsarten keinen Zweifel 
lässt. Z. B.: 

(17+3):4 = i^. [e+f(g-h)]:(a-b) = «-i^^l 



Da ein Produkt zwei Faktoren hat, so könnte man 
auch von zweiUmkehrungen der Multiplikation sprechen, 
je nachdem man nämlich den Multiplikandus oder den 
Multiplikator als gesucht betrachtet. In der That kann 
man diese beiden Fälle durch zwei verschieden lautende 
Fragestellungen unterscheiden. Man sucht z. B. den 
Multiplikandus, wenn man , um 15 : 3 zu berechnen, 
fragt, welcheZahl mit 3 multipliziert werden muss, 
damit das Produkt 15 entsteht. Dagegen sucht man 
den Multiplikator, wenn man^ um 15:3 zu berechnen, 
fragt, mitwelcherZahl3 multipliziert werden muss, 
damit das Produkt 15 entsteht. Die Arithmetik der 
unbenannten Zahlen hat es jedoch, dank dem Yer- 
tauchungsgesetze der Multiplikation (§ 8, V), nicht nötig, 
die beiden Umkehrungen der Multiplikation als ver- 
schieden aufzufassen. Wohl aber zeigt sich die Ver- 
schiedenheit, wenn der eine der beiden Faktoren eines 
Produkts benannt ist Da dieser Faktor dann den 
Multiplikandus darstellen muss, und der andere Faktor 
als Multiplikator unbenannt sein muss^ so ergiebt sich, 
dass überhaupt die Division nur in den folgenden drei 
Fällen Sinn hat: 

1. Dividendus und Divisor unbenannt; der Quo- 
tient wird unbenannt. 

2. Dividendus benannt, Divisor u^b^:pifg^t; der 
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Quotient wird eine Zahl von derselben Benennung wie 
der Dividendus. In diesem Falle; wo nach einem Mul- 
tiplikandus gesucht wird, könnte man das Dividieren 
auch Teilen (in gleiche Teile) oder Einteilen 
nennen. Z. B. 12 cm : 3 = 4 cm ; 12 Menschen : 3 == 
4 Menschen. 

3. Dividendus und Divisor^ beide gleichbenannt; 
der Quotient wird unbenannt. In diesem Falle, wo 
ein Multiplikator gesucht wird, könnte man das Divi- 
dieren auch Messen nennen. Z. B. : 12 cm : 4 cm = 3 ^ 
12 Menschen : 4 Menschen = 3. 

Damit eine Division ausführbar sei, oder; wie man 
sagt, aufgehe; muss der Dividendus der Wert eines 
Produktes sein, dessen einer Faktor der Divisor ist; 
oder, was dasselbe ist, es muss der Dividendus ein 
Vielfaches des Divisors sein, oder, was wieder das- 
selbe ist; es muss der Divisor ein Teiler des Divi- 
dendus sein. Im entgegengesetzten Falle ist die Ver- 
knüpfung der beiden Zahlen durch ein Divisionszeichen 
sinnlos. Z. B. ist 16:5 eine Quotientenform, 
der keine der bis jetzt definierten Zahlen gleichgesetzt 
werden kann. Die Arithmetik, treu dem Prinzip der 
Ausnahmslosigkeit (vergl. Anmerkung zu § 7) lässt je- 
doch auch derartige Quotientenformen in ihrer Sprache 
zu und erweitert damit von neuem (§ 7) den Zahlbegriff 

(§ 11). 

Die Eegel 2 in § 8 über das Multiplizieren von 
positiven oder negativen Zahlen ergiebt für die Division 
die Regel: 

1. Zwei Zahlen mit Vorzeichen werden 
dividiert, indem man sie, abgesehen von ihren 
Vorzeichen, dividiert und das Vorzeichen 
nach der Gedächtnisregel bestimmti^^^^che 
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Vorzeichen geben bei der Division plusj 
ungleiche minus, ^ ebenso wie bei der Multipli-' 
kation. Z. B.: 

(+16):(+8)=+2, (+16):(-8) = -2, (-16): (+8) = -2, 
(--16):(-8)=^ + 2. 

Der Beweis wird geführt^ indem man zeigt; dass 
nach dieser Begel Divisor mal Quotient immer den 
Dividendus mit dem richtigen Vorzeichen ergiebt. 

Da • a stets ist; gleichviel ob a positiv oder 
negativ ist, so moss umgekehrt durch a immer er« 
geben. Also : 

2. Null dividiert durch eine positive oder 
negative Zahl giebt immer null. 

Macht man aber bei der Gleichung . a := nicht 
a, sondern null zum Divisor, so ergiebt sich: Null 
durch Null gleich a, d. h.: 

3. Null dividiert durch Null kann Jeder 
beliebigen Zahl gleichgesetzt werden. Die* 
selbe kann positiv, negativ und ausserdem auch null 
sein , weil mal auch ist. 0:0 ist daher eine 
yieldeatige Qnotientenform. 

Es fragt sich noch, was für einer Zahl a : gleich- 
zusetzen ist, wenn a positiv oder negativ ist. Da das 
Produkt von mit keiner der bis jetzt definierten Zahlen 
eine positive oder eine negative Zahl ergiebt, so muss 
die Quotientenform a : vorlänflg als sinnlos erklärt 
werden. Daher : 

4. Eine Division führt immer zu einem 
einzigen Ergebnis, wenn der Divisor nicht 
null ist. Ist der Divisor null und der Divi- 
dendus auch null, so ist die Division viel- 
deutig. Ist der Divisor null und der Divi- 
dendus nicht auch null, so ist die Division 

sinnlos, # r^r^ri\r> 
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Man kann daher b : d nur dann gleicli h : d setzen, 
wenn man weiss, dass d nicht null ist. Ist d nicht null 
uiida = b; c r= d, so folgt aus b:d = b:d die Glei- 
ohung a:c=b;d, d. h, in "Worten: 

5. Gleiches durch Gleiches dividiert; 
giebt Gleiches, wenn dieDivisoren von null 
Yerschioden sind. 

Auf der Nichtbeachtung der Bedingung „wenn die 
Divisoren von null verschieden sind" beruhen viele 
Trugschlüsse. Z. B.: Das Doppelte von b sei a. 
Dann hat man 4b = 2a, also auch 14b — 10b = 7a — 5a 
oderöa — 10b = 7a — 14boder5(a— 2b) = 7(a — 2b), 
woraus man, indem man den Faktor a — 2 b beiderseits 
fortlässt, den Schluss zieht, dass 5 = 7 ist. Dieser 
Schluss ist ein Trugschluss, weil man den Faktor a — 2 b 
nicht beiderseits fortlassen darf, da a — 2 b, der An- 
nahme gemäss, den Wert null hat. 



Die Formel TL. der TJeberschrift a.b:b = a folgt 
aus der Erklärung der Division in folgender Weise, 
a . b : b muss die Zahl bedeuten, di«, mit b multipliziert, 
a.b ergiebt. Diese Bedingung erfüllt aber die Zahl 
a und zwar nur die Zahl a, wenn b von null ver- 
schieden ist. Dagegen ist a. 0:0 gleich jeder beliebigen 
Zahl, also nicht notwendig gleich a. Die beiden For- 
meln I. und n. liefern zusammen die Begel: 

6. Multiplikation und Division mit der- 
selben Zahl heben sich auf; wenn diese nicht 
Null ist. 

Bei der Division zweier Potenzen von gleicher 

Basis sind daher die Exponenten zu subtrahieren, 

z. B.: 

. ^ a.a.a.a.a.a.a (aaaa)aaa 

a':a* = = -^^ = aaa=a». 

a.a.a.a aaaa i ^inai^^ 
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Daraus, dass x = a:b nur eine andere Ausdrucks- 
weise für z.b = a ist, ergiebt sich die für die Lösung 
von Gleichungen wichtige 

Transposiiionsregel zweiter Stufe : EineZahl, die 
auf der einen Seite einer Gleichung Faktor 
ist, kann dort fortgelassen und auf die andere 
Seite als Divisor geschrieben werden und 
umgekehrt Z. B.: 

Aus x.4=12 folgt x = 12:4; 
Aus 9.x = 27 folgt x = 27:95 
Aus X : 8 = 5 folgt x = 5 . 8. 

Diese Beispiele zeigen zugleich, wie durch Trans- 
ponieren die Isoliernngr einer unbekannten Zahl und so 
die Ltfsang von Gleichnngren bewerkstelligt werden kann. 

Das Transponieren kann auch als eine Anwendung 
der beiden Sätze aufgefasst werden: „Gleiches mit 
Gleichem multipliziert, giebt Gleiches" und 
„Gleiches durch Gleiches dividiert, giebt 
Gleiches, falls die Divisoren nicht null sind.** 
Dividiert man z. B. 9 . x = 27 durch die Gleichung 
9 = 9, so erhält man, da 9.x:9 = x ist, x = 27:9 — 3. 



§ 10. Regeln fflr die zweite Stnfe. 
A. Gesetze nur für die zweite Stufe. 

I. a . (b . c) = a . b . c (Yerb.-Ges. d. Malt. § 8^ YI), 

II. a . (b : c) = a . b : c, 

III. a : (b . c) = a : b : c^ 
IT. a : (b : c) = a : b • C9 
y . a : b = (a . q) : (b • q), 
YI. a : b = (a : q) : (b : q)* 

B. Gesetze fQr die erste und zweite Stafe. 
YU. (a + b).m = am + bm1 
YHI. (a-b).m = am-bm /t^«^** « »j "*• «• ^Vj 
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IX. (jA + h^im^VLim + hirnj 
X* (a — b):iii = a:iii — büü« 



Die Formeln I. bis VI. entsprechen genau den 
Formeln I. bis VI. des § 6, indem nur die Multipli- 
kation an die Stelle der Addition, die Division an die 
Stelle der Subtraktion tritt. Ebenso müssen also auch 
die Beweise und die TJebersetzungen in Worte ent- 
sprechend sein. Formel V. spricht aus, dass ein Quo- 
tient seinen "Wert nicht ändert, wenn man ihn er- 
weitert, d. h. Dividendus und Divisor mit derselben 
Zahl multipliziert. Formel VL spricht aus, dass ein 
Quotient seinen "Wert nicht ändert, wenn man ihn hebt, 
d. h. Dividendus und Divisor durch dieselbe Zahl 
dividiert. 

Auch die vier in § 6 abgeleiteten Siegeln haben 
hier ihre genauen Analoga. Namentlich beachte man: 

Ein Ausdruck, der keine Klammern mehr 
enthält und in dem keine andern Hechnungs- 
arten vorkommen als Multiplikation und 
Division, wird berechnet, indem das Pro- 
dukt aller Faktoren durch das Produkt aller 
Divisoren dividiert wird. Z. B.: 

r: o o o z. I. «tc 5.9.8.5 2.2.2.3.3.5.5 ^ ^ , 
5.9:3.8:6.5:25=3-^^ = -2;3;3-g-^=2.2 = 4. 

Von den Formeln VII. bis X. sind VII. und VIII. 
schon in §8 bewiesen. Auf VII. beruht der Beweis 
von IX. und auf VIII. der von X. Um (a-|-b):m = 
a ! m + b : m zu beweisen, hat man nämlich, da die linke 
Seite ein Quotient ist, der, mit m multipliziert, a+b giebt, 
zu prüfen, ob die rechte es auch thut. Dies ist der 
Fall, da(a:m4-b:m).m = a:m.m + b:m.m=a-4-,b ist. 
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Analog ist der Beweis von X. In Worten lautet die 
Formel IX: 

IX, (vorwärts gelesen): Eine Summe wird 
dividiert, indem man jeden Summanden di- 
vidiert und die erhaltenen Quotienten ad- 
diert. 

IX. (rückwärts gelesen): Zwei Quotienten von 
gleichem Divisor werden addiert, indem 
man ihre Dividenden addiert und die erhal- 
tene Summe durch den gleichen Divisor di- 
vidiert. 

Ganz analog lautet die TJebersetzung von Formel X« 

Diese beiden Formeln geben, rückwärts gelesen, 
Regeln, wie Quotienten von gleichem Divisor addiert 
oder subtrahiert werden. Sind die Divisoren noch nicht 
gleich, so kann man durch Erweitern Quotienten mit 
gleichen Divisoren erzielen, und dann addieren oder 
subtrahieren, nämlich: 



a , <'- 


ad 


bc ad-j-bo 


a c 


"bd 
ad 


bd~ bd ' 
bc ad — bc 


b d" 


■bd 


bd bd ' 



Die Formel IX. kommt auch bei dem Verfahren 
in Anwendung, das man anwendet, um eine mehrziffrige 
Zahl zu dividieren, weil eine mehrziffrige Zahl eine 
Summe von Vielfachen der Zahlen 1, 10, 100, 1000 
u. s. w. ist, Z. B. : 

7542 _ 75 . 100 + 42 ^ (8 . 9 4> 3) . 100 + 42 

= 8. 100 + 3. 10 + 8 = 838, L300gle 
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oder kürzer: 




oder noch kürzer: 


7542:9 = 


= 800+30+8 


7542 : 9 = 


= 838 


7200 




72 




342 




34 




270 




27 




72 




72 




72 




72 





Dasselbe Verfahren wendet man auch an, um eine 
Summe, die aus positiven oder negativen, Buchstaben 
enthaltenden Produkten besteht, zu dividieren, wie fol- 
gende Beispiele zeigen: 
l.)24ma+6mn~4m-3na — 2n):(2m+n)=12m-8n— 2 

24m2+12mn (subt.) 

— 6mn — 4m--3n2 — 2n 
— -6mn — 3n2 (subt.) 



— 4m 

— 4m 



— 2n 

— 2n 



2. (15x*— 7x»+ 15x»- 7x+4) : (3x'-2x+l)=5x2+x+4 
15x4-10x8+5x2 



+ 3: 
+ 3: 


t»+10x2_7x+4 
s8— 2xa + x 




+ 12x«- 
+ 12x8- 


-8x+4 
-8x+4 







§ 11. Gebrochene Zahlen. 


Eft 


reif 


ernng des Zahlbegriffs: 


I.^.b: 






wenn b kein Teiler von a ist. 


II. 


a 


a.n a a:m 




b.u' b b:m" 




III 


a 


b_a + b a b_ 
■^P P ' P P 

m4- A«4»l,w.A4.t1r rfnA A1<*aT\«<i 


a — b 

• 

P 
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- a c_a.c 

*^' "b'I-bTd' 
_ a , a — 



h 


c 
d" 


a 


d 
' c 


a.d 
b.c' 


mb 


wo 


a — 


• m 


b < b ist. 



Da bei der Erklärung der Divisioo aus der Mul- 
tiplikation das Produkt zum Dividendus wird^ also Viel- 

fach es des Divisors sein muss; so hat -r-, wenn a kein 

Vielfaches von b ist, zwar die Form eines Quotienten, 

a 
aber dennoch gar keinen Sinu; weil -r- dann weder ein 

Ergebnis des Zählens noch eine der in § 7 eingeführ- 
ten Zahlen ist. Dem Prinzip der Ausnahmslosigkeit 

a 
(vgl. Anm. in § 7) getreu, verstehen wir unter -r etwas, 

wasj mit b multipliziert, a giebt. Dann dürfen wir 

a 

mit der Quotientenform -r so rechnen, wie mit gewöhn- 
lichen Quotienten. Mit 15:7 verspricht man also z. B., 
dass man für (15: 7). 7 genau 15 setzen will. Wenn 
Dividendus und Divisor einer solchen Quotientenform 
ein QU gemeinsamen Teiler haben, so kann man nach 
Foijnel VI in § 10 durch diesen Teiler heben, z. B.: 

18_3 60_4 12 ^1 

12 ""2' 75 ""5' 108 ~ 9* 
Indem man die eben besprochenen Quotientenformen 
auch Zahlen nennt^ erweitert man den Zahlbegriff. Man 
nennt die neu definierten Zahlen gebrochene Zahlen 
oder Brüche im Gegensatz zu den in § 4 und § 7 
definierten Zahlen, die ganze genannt werden. Die 
ganzen Zahlen können durch Erweitern auch die Form 
der Brüche erhalten, z. B.: 

4_8_12_16_ 
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Deshalb müssen alle für Brüche geltenden Bechen- 
regeln auch für ganze Zahlen gelten , wenn dieselben 
in Braohform gedacht sind. Beim Schreiben der ge- 
brochenen Zahlen wendet man als Divisionszeichen meist 
den wagerechten Strich und nicht den Doppelpunkt an. 
Statt Dividendus sagt man auch „Zähler**, statt Di- 
visor ^Nenner**. Statt a durch b sagt man auch 
a-b-tel (tel entstanden aus Teil), z. B. fünf achtel. 
Einen Bruch umkehren heisst, einen neuen Bruch bilden, 
dessen Zähler der Nenner des ursprünglichen Bruchs 
ist, und umgekehrt. Der Bruch, welcher durch XJm- 
kehrung eines andern entsteht, heisst sein reziproker 

Wert. So sind -^ und -r, sowie -^ und 5 einander re- 
o 4 5 

^iprok. 



Da alle für Quotienten aufgestellten Bechengesetze 
auch für Brüche gelten müssen, so ist eine Zusammen- 
Stellung der Gesetze, nach denen mit Brüchen zu rech- 
nen ist, überflüssig. Aus praktischen Gründen stellen 
wir jedoch nochmal die Regeln zusammen, nach denen 
Brüche addiert, subtrahiert, multipliziert und dividiert 
werden. 

1. Zwei Brüohe'werden addiert oder sub- 
trahiert, indem man sie durch Erweitern 
auf gleichen Nenner bringt, dann von den 
so erhaltenen Brüchen die Zähler addiert 
oder subtrahiert, und schliesslich einen 
Bruch bildet, dessen Zähler die erhaltene 
Summe oder Differenz ist, und dessen Nenner 
der gemeinsame Nenner der erweiterten 
Brüche ist. Z..B.: r^ i 
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3"^9 9"'"9""9'6 9"" 18 18~18' 

11""1 11""11 ll"~ll' 

2"^ 3"^ 4~12'^12"*"l2~12* 
Der bei der Addition oder Subtraktion zu bestim- 
mende gemeinsame Nenner beisst Generalnenner. 
Bei. der Addition von Brüchen mit den Nennern 3, 6, 8 
ist z. B. 24 der Generalnenner, weil 24 die kleinste 
Zahl ist; die Vielfaches von jeder der drei Zahlen 3, 
6, 8 ist. 

2. ZweiBrüchewerden multipliziert, in- 
dem man einen Bruch bildet, dessen Zähler 
das Produkt ihrer Zähler und dessen Nenner 
das Produkt ihrer Nenner ist. Z. B.: 

3 5^15 4 4 6__24 4 27_4.27^ 4.3.9 ^3 

4'7""28' 7 7' 1~ 7 ' 9*8"" 9.8 ""9.2.4~2' 

3. Ein Bruch wird durch einen andern Bruch 
dividiert, indem man den alsDivisor genom- 
menen Bruch umgekehrt, und mit dem so ent- 
standenen neuen Bruch den als Dividendus 
genommenen Bruch multipliziert. Z. B.: 

^.^-_?^_?! i - — ^ i-A r..2^e 3^15 
4*9~"4 5~20' 4''""4 7~"28"^'3"" '2" 2' 



Die Vereinigung der in § 7 gewonnenen Erweite- 
rung des Zahlbegriffs mit der hier gewonnenen, führt 
durch Wiederholung der Betrachtungen des § 7 für 
gebrochene Zahlen, zum Begriff der positiven oder 
negativen gebrochenenZahl. Das Bechnen mit 
solchen Zahlen zeigen folgende Beispiele: 
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(-l)+(-|=-f+^)=-H-S+(+Ä) 

~ \n n) 11' 
( 1\ /_5\__1 , 5_ . i_ .1. 

(+ l) ' (~ l) = ~ 774 "" ~ 28' i~ 8J ■ r 9J 

(-l)^(4)=-|-9-ä'(-f.)^(-i) 

^12.25~^25' 

Jede der bisher definierten Zahlen ist also: 
entweder positiv-ganz oder null oder negativ-ganz 
oder positiv-gebrochen oder negativ-gebrochen. 

Unterwirft man solche Zahlen den Rechnungsarten 
erster und zweiter Stufe, oder, wie es beim Rechnen 
heisst, den vier Spezies, so muss immer wieder eine 
ebensolche Zahl erscheinen, ausgenommen nur, wenn 
eine Division durch null vorkommt, z. B. : 

+[s-(-|J].|,-e,=[a+|lK-e,4i,-e, 

__371 _371 

— 48^ 6)- 288 



Um die Analoga der in § 8 bewiesenen Ver- 
gleichungsschlüsse für die Division zu ^^^pnd sie 
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zugleich auch auf den Fall auszudehnen, dass die Di- 
visionen zu gebrochenen Zahlen führen, nennen wir 
allgemein a grösser als b, wenn a — b eine positive 
ganze oder gebrochene Zahl; und a kleiner als b, 
wenn a — b eine negative ganze oder gebrochene Zahl 
ist. Ferner setzen wir voraus, dass a^ b, c, d positiv 



sind. Liegt dann erstens-! a fA' \\ 



vor, so setzen 



wir a = b + P) wo nun p positiv sein muss, und erhalten 

abp ab fa = b) 

— = 3 + T» d. h. — > -j. Liegt zweitens< ^ , ,,. .} 
cdd cd ® \c>d (div.) j 

vor, so setzen wir c = d + q, wo nun q positiv sein muss, 

und erhalten zunächt — = j— j — • I'ür -r-i — kann man 
c d+q d+q 

b b q ab b q 

aber schreiben j- J^jqr^, also - = 5-- ^(d + q) ' 

d. h. — <3. Dasselbe erhält man, wenn < ^ i ,j. .? 
cd ' ^c > d (diy.)j 

vorliegt. "Wir erhalten daher die drei Vergleichungs- 

Schlüsse : 



a> b 


a=b 


a <b 


= d (div.) 


> d (div.) 


c > d (div.) 


a b 
c>.d 


a b 
7<d 


a b 
I<d 



und die 3 Schlüsse, welche hieraus durch Bückwärts- 
lesen entstehen. In "Worten: 

Man gelangt zu Grösserem, wenn man 
erstens Grösseres durch Gleiches, zweitens 
Gleiches durch Kleineres^ drittens Grösseres 
durch Kleineres dividiert. Man gelangt zu 
Kleinerem, wenn man erstens Kleineres 
durch Gleiches^ zweitens Gleiches durch 
Grösseres, drittens Kleineres d^fl.f^igl^^^^^l^res 
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dividiert. Dabei ist vorausgesetzt, dass 
die vier in Betracht kommenden Zahlen po« 
sitiv sind. 

Dividiert man; mit Beachtung der eben bewiesenen 
Hegel, a>b, a = b, a<b durch b = b^ so sieht man, 

o 

dass der Bruch -r grösser, gleich oder kleiner als 1 ist, 

je nachdem der Zähler a grösser als der Nenner b oder 

gleich dem Nenner b oder kleiner als der Nenner b 

ist. "Wenn Brüche, die im Zähler und Nenner positive 

Zahlen haben, kleiner als 1 sind, so heissen sie echt, 

5 5 

sind sie grösser als l,un echt. Z. B. -= ist echt, ^ un- 

a 
echt. "Wenn r ein unechter Bruch ist, sa kann man für 

a — b . . rt . ft 

ihn setzen 1 -\ r — , weil diese Summe gleich 1 +-y- — 1 

= -T- ist. Dann ist jedenfalls a — b positiv. Ist nun 

a— b 
auch — r — unecht, so kann man dieses Verfahren wieder- 

^ a 2b 

holen und gelangt zut- = 2 H r — • Setzt man dieses 

Verfahren so lange fort, bis der rechts entstehende 

Bruch echt wird, so erhält man 

a a — mb 
--=niH r — > wo a — mb<List. (Formel V der 

TJeberschrift.) 

Hiernach ist also jeder positive unechte Bruch ent- 
weder gleich einer positiven ganzen Zahl oder gleich der 
Summe einer positiven ganzen Zahl und eines positiven 

7 3 36 92 2 

echten Bruches. Z, B. -r = 1 + t» ~ = 12, -^ = 18 + h". 

4 4 3 Dgitzed^L^OOgleÖ 
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Die Summe einer positiven ganzen Zahl und eines posi- 
tiven echten Braches nennt man „gemischteZahl". 
Jeder unechte Bruch lässt sich also in eine gemischte 
Zahl verwandeln, und liegt deshalb, seinem Werte nach, 
zwischen zwei ganzen Zahlen. Bei gemischten 
Zahlen pflegt man das Pluszeichen fortzulassen, z. B. 

2 2 

18 ^ = 18 + ^. Negative Brüche kann man auch immer 

in Summen von negativen Zahlen und positiven oder 
negativen echten Brüchen verwandeln, z, B.: 

9 ~ ^ 9~ ^+ 9- 
Ueberhanpt lässt sich also jeder Bruch, 
mag er positiv oder negativ sein, als Summe 
einer ganzen Zahl und eines positiven ech- 
ten Bruches darstellen. Z. B.: 

19 4.3 3 „ . 3 3 , , 2 19 „ , 5 

Fasst man die Verwandelung eines unechten Bruches 

a r 

■T- in eine gemischte Zahl m + ^ als ein Divisions- 

Exempel auf, so nennt man m die G-anzen, r den 
Rest. Der Best ist immer kleiner als der Divisor. 

Der Verwandelung eines unechten Bruches in eine 
gemischte Zahl ist analog die Verwandelung des Quo- 
tienten zweier algebraischer Summen in die Summe 
einer algebraischen Summe und eines Quotienten, der 
den Rest zum Dividendus hat, wie folgende Beispielo 
zeigen : 

1. (x*+l):(x2 + l) = xa-l+-^. 

— X2 + 1 

— X2-1 

+ 2 (Rest), ^ g^^^^^ ^y Google 
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2. (x8-5x2 + 2x-.3):(x«-3) = x-5 + ^^^. 
x8--3x 
— 5xa + 5x— 3 
--5x8 + 15 

+ ÖX — 18(ßest). 



Die Quötientenf orm — , wo x null und a positiv ist, 

war als sinnlos erkannt. Dieselbe erhält dadurch Sinn, 
dass man x als veränderlich betrachtet und immer kleiner 
werden lässt. Wird x kleiner als ein Milliontel^ so 

wird — mehr als millionenmal a, ist x kleiner als ein 

X 

a 
Trilliontel; so wird — mehr als trillionenmal a, u. s. w. 

Es ist also möglich, — grösser zu machen, als 

jede noch so grosse Zahl, wenn man nur x 
hinreichend klein annimmt. Diese Wahrheit 
drückt die Arithmetik kurz so aus: 

-TT- = 00 (gelesen : unendlich gross). 

a 
Ebenso erkennt man, dass — kleiner gemacht wer- 
den kann als jede noch so kleine Zahl, wenn man nur 
x hinreichend gross annimmt, eine Wahrheit, die die 
Arithmetik kurz so ausdrückt: 

00 

Hiemach können auch folgende Formeln als richtig 
erkannt werden: ogzedbyi^oogle 
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00 

00 + »= 00, 00 — a = oo, a — oo = — oo, — =oo. 

' a 

Ebenso wie j- sind vieldeutig die Formen : 
■— -, oo »0 und 00 — 00. 

00 



IT. Absebnitt. 



Anwendungen der Rechnungsarten erster 
und zweiter Stufe. 



§ 12. Entwickeln und Yerelnfaeben« 

I. (a + b)« = a2+2ab + b«, 

II. (a-b)«=:a« — 2ab + b«, 

in. (a + b)» = a« + 8a«b + 8ab« + b«, 

IV. (a-b)« = a« — 8a«b + 3ab«-b«, 

V. a«-b«==(a-b)(a+b), 

VI. a« — b3 = (a-b)(a« + ab + b«), 
yn. a« + b»=(a + b)(a2-ab + b«). 



Von der Richtigkeit der obigen Formeln überzeugt 
man sich durch Auflösen der Klammem nach den in 
§ 10 gegebenen Kegeln. Die Anwendung dieser Formeln 
zeigen folgende Beispiele: 

1. (X+I)2=x2 + 2.X.1 + I2 = x2 + 2X+1, 

2. (3a-2)a = (3a)2-2(3a).2 + 2« = 9a2-12a+4, 

3. (2x + y)8 = (2x)8 + 3(2x)2y + 3(2x)ya + y8r:: 

8x8+12x2y + 6xy2 + y3, 

4. (3p — 1)8 = (3p)8— 3(3 p)M + 3(3p). 12 — 18 = 

27p8 — 27p2 + 9p — 1, 

5. 4x2-9y« = (2x)2-(3y)« = (2j-^^H8fd-3y>> 
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6. 8a8-l = (2a)8-18 = (2a-l)(4a8 + 2a+l), 

Aus den Formeln V. bis VII. gehen durch Trans- 
ponieren die folgenden bei Divisionen brauchbaren For- 
meln hervor: 

a2 — b2 a8 — b2 

= a + b, r-v— = a — b, 

' a+b ' 

a»— b» aS + b» 

^ = a8+ab + b2, Tu =ag — ab + b«, 

a — b ' a + b 

Beispiele : 

^ = 3.+,, ^ = P.-,.. 

'+3 



Eine Summe mit positiven oder negativen Gliedern 
heisst entwickelt, wenn dieselbe möglichst wenig 
Glieder hat; wenn jedes ihrer Glieder ein Produkt von 
einem oder mehreren Faktoren ist; wenn femer jeder 
dieser Faktoren entweder eine positive ganze Zahl oder 
ein einfacher Buchstabe ist, und wenn schliesslich die 
in einem Gliede etwa auftretenden gleichen Faktoren 
durch eine Potenz zusammengefasst sind. Entwickelt 
sind z. B. die folgenden algebraischen Summen: 
4ab — c+7de+15, 3a*— 16bcd + 9, 
X*— x8 — X8+X+1, x8 — 12x2y + y8. 

Jeder Ausdruck, der keine unausführbaren Divi- 
sionen enthält, lässt sich durch Auflösen der Klammern 
u. s. w. entwickeln, d. h. in eine entwickelte Summe ver- 
wandeln, Z. B.; bigitizedbyLjOOgle 
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4(a + b)c— 4(a+c)(b — d) = 4ac— 4ab + 4ad + 4ca, 
[(e+f)2 — 9ef:3](e+f) = (e2 — ef+f2)(e+f) = e3 + f8. 
Jeder Ausdruck, in welchem nur die vier Kech- 
nungsarten erster und zweiter Stufe auftreten, lässt sich 
auf die Hauptform bringen, d. h. in einen Quo- 
tienten verwandeln, dessen Dividendus und 
dessen Divisor entwickelte Summen sind. In 
besonderen Fällen kann auch eine solche Summe sich 
auf ein einziges Glied reduzieren, und dieses kann mög- 
licherweise ein blosser Buchstabe oder eine blosse Zahl 
sein. Auch kann der Divisor 1 sein und deshalb die 
Hauptform eine entwickelte algebraische Summe sein. 
Um einen Ausdruck auf die Hauptform zu bringen, hat 
man ausser dem Lösen von Klammern namentlich noch 
zweierlei zu thun. Erstens hat man immer nach § 10 
und § 11 eine Summe von positiven oder negativen 
Quotienten in einen einzigen Quotienten zu verwandeln. 
Zweitens hat man immer aus einem Quotienten, dessen 
Dividendus und Divisor selbst noch Quotienten enthält, 
diese letztern fortzuschaffen. Dies geschieht dadurch, 
dass man Dividendus und Divisor mit einem passend 
gewählten Faktor multipliziert. Durch Bringen auf 
die Hauptform verwandelt sich z. B.: 

^ 38a f^' + ^^^ . 9a3^3ab 
^' 16 4(3a + b) ^^ 48a+16b' 

5a + 2b + l 3a2+ab — 1 5 + 3a . b 

O - • — — in 

5 3a 15a 15' 

1 1 



p-q p + q ,„ (p-}-q)«-pa-q« 

pg^-qä •(p'-q') ps+pq« — "'O- 

^^^_^_^_^_^ DigitizedbyCjOCTQtC 
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§ 18. Troportionen. 

Ans a:b = c:d folgt: 

L ad = bc oder d = bc:a| c = ad:b, b = ad:c, 

a =bc:d; 
IL a:c=b:d9 b:a=d:c, b:d=a:c9 c:a=d:b etc.; 

III. (ma) : (mb) = c : d, (ma) : b = (mc) : d etc.; 

IV. (a + b):(c + d) = a:c, (a |-h):(e + d) = b:d, 

(a + c):(b + d) = a:b etc.; 
T. (a — b) : (c — d) =a : c, (a— b) : (c — d) = b : d, 

(a — c) : (b — d) == a : b etc. ; 
Tl. (a+b):(a-b) = (c+d):(c — d), (a+c):(a-c) 

= (b + d):(b-d); 
m. (ma-f nb):(pa + qb) = (me + nd):(pc + qd). 



In gewissen Anwendangen pflegt man den Quo- 
tienten zweier Zahlen auch ihr Verhältnis und die 
Gleichsetzung zweier Verhältnisse eine Proportion 
zu nennen. Die allgemeine Form einer Proportion 
ist also: 

a : b = c : d oder r = -Tf 

gelesen : „a (verhält sich) zu b wie (sich) c zu d (verhält)." 
Hier heissen a und b Vorderglieder^ c und d 
Hinterglieder, a und c sowie b und d homologe 
Glieder, a und d äussere Glieder, b und c innere 
Glieder. Das vierte Glied d nennt man die vierte 
Proportionale zu den drei andern. So ist in 4:7 
= 12 ; 21 die Zahl 21 die vierte Proportionale zu ^^ 
7, 12. Durch Multiplikation von a:b = c:d mit bd 
ergiebt sich: 

a . d = b . c, 
d. h. in Worten: Bei einer Proportion ist das 
Produkt der äusseren Glieder gleich dem 
Produkte der inneren Glieder. Umgekehrt 
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folgt aus a . d = b . c^ indem man durch b . d dividiert, 
die Proportion a : b = c : d, d. h. in "Worten : Aus der 
Gleichheit zweier Produkte entsteht eine 
richtige Proportion, wenn man die Faktoren 
des einen Produkts zu innern, die des an- 
dern zu äusseren Gliedern macht. Es ergiebt 
z. B. 4 . 16 = 2 . 32 die Proportion : 4 : 2 = 32 : 16. Durch 
Anwendung der Transpositionsregel zweiter Stufe (vgL 
§ 9) kann man immer jedes Glied einer Proportion aus 
den drei andern finden. Es folgt z. B. aus: 

6 : 8 = 15 : X, X = — g— = 20; 

Aus der Gleichheit zweier Produkte können acht 
Proportionen erschlossen werden. Daher liefert jede 
Proportion durch Umstellung der Glieder sieben neue 
Proportionen. Z. B.: 

4:2=32:16 liefert 4:32 = 2:16, 2:4 = 16:32, 
2:16 = 4:32, 32:16=4:2, 32:4 = 16:2, 16:32 = 2:4 
16:2=32:4. 

Bei einer Proportion dürfen auch zwei Vorderglieder 
oder zwei Hinterglieder oder zwei homologe Glieder 
mit derselben Zahl multipliziert oder dividiert werden. 
Denn aus a . d = b . c folgt (m a) . d = (m b) . c oder a . (m d) 

= b . (m c) oder (m a) . d = b . (m c) und — . d = — • c oder 

d c a c 

a . — = b . — oder — . d = b . — , woraus neue Proportio- 
m m m m ^ 

nen hervorgehen, bei denen die Vorderglieder, die Hinter- 
glieder oder homologe Glieder mit m multipliziert oder 
dividiert erscheinen. 

Die beiden Vorderglieder oder die beiden Hinter- 
glieder dürfen auch gleichbenannte Zahlen sein, 
ja es kann auch die Benennung der beiden Vorder- 
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glieder von der der beiden Hinterglieder verschieden 
sein^ weil der Quotient gleichbenannter Zahlen nnbe- 
nannt ist. Z. B.: 

27hl:24hl = 45j^:40^. 



Wenn a : b = c : d eine richtige Proportion ist, so 

muss — = -j-sein. Bezeichnet man jeden dieser beiden 
cd •* 

gleichen Brüche mit ^, so erhält man: 

a = ^ c, b == (> d. 

Multipliziert man die erste dieser beiden Gleichungen 
mit m, die zweite mit n, und addiert dann, so erhält 
man: 

ma + nb = ^(mc + nd). 

Nimmt man statt m und n aber p und q, so er- 
hält man in derselben Weise : 

pa + qb = ^(pc + qd). 

Durch Division der beiden Gleichungen entsteht 
die Proportion VJJL: 

(m a + n b) : (p a + q b) == (m c + n d) : (p c + q d). 
wo m; n, p, q beliebige Zahlen sind. Dadurch ^ dass 
man diese vier Zahlen teils gleich + 1, teils gleich — 1, 
teils gleich setzt, entstehen die mit IV, V, VI be- 
zeichneten Proportionen, z. B, die erste unter VT, 
wenn man m = n = l, p = l, q= — 1 setzt. 



Eine Proportion heisst stetig, wenn ihre mittleren 
Glieder gleich sind, z. B.: 4:6 = 6:9. Das letzte Glied; 
hier 9; heisst dann die dritte Proportionale der 
beiden andern Glieder, und das mittlere Glied; hier 6; 
die mittlere Proportionale oder. das geome- 
trische Mittel der beiden andern. 
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Friilier nannte man die Gleichheit zweier Differen- 
zen eine arithmetische Proportion, z. B. 4 — 7 = 8 — 11. 
Sind hei einer solchen arithmetischen Proportion die 
mittleren Glieder beide gleich, so ist jedes von ihnen 
gleich der halben Summe der beiden andern Glieder. 
Darum nennt man noch heut die halbe Summe zweier 
Zahlen ihr arithmetisches Mittel. Zu a und b 

a + b 
heisst also das arithmetische Mittel ■— ^ — , das geome- 

trische Mittel zu a und b ist dagegen die Zahl, die 

mit sich selbst multipliziert, a . b ergiebt. Ein drittes 

Mittel zu a und b ist das harmonische, das gleich 

2ab 

— pr ist. Nennt man dasselbe h, so ergiebt sich: 



h" 2Va bj' 



d. h,: Das arithmetische Mittel der reziproken Werte von 
a und b ist der reziproke Wert des harmonischen Mittels 
zu a und b. Zwischen dem arithmetischen Mittel m, 
dem geometrischen Mittel g und dem harmonischen 
Mittel h derselben beiden Zahlen besteht die Beziehung: 

m:g = g:h, 

_ - a+b 2ab 

denn m . h = —=i — r = a . b und g . g = a . b. 

2 a-f b ° ® 



Wenn a : a' = b : b' = c : c' ist, so schreibt man dafür 
kürzer : 

a : b : c = a' : b' : c' 
und nennt das eine laufende Proportion. Ebenso ist : 

a:b:c:d = a': V: c': d' 
eine laufende Proportion, welche ausspricht, dass so- 
^wohl a : a' = b : b', als auch a : a' = c : c' als auch a : a' 
d:d', woraus dann auch etwa b:b' = d:d' sich von 
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selbst ergiebt. Viele Eigenschaften der gewöbnlicben Pro- 
portionen lassen sich auf laufende Proportionen über- 
tragen. Öo kann z. B. aus a : b : c = a' : b' : c' geschlossen 
werden: 

pa:qb:rc = pa':qb':rc' 
oder: (a+b+c):(a' + V f c') = a:a' = b:V = c:c', eine 
Beziehung, die in der Gesellschaf ts- und Teilungs- 
rechnung Anwendung findet. 

Proportionen zusammensetzen heisst; eine neue 
Proportion bilden, deren Glieder die Produkte der ent- 
sprechenden Glieder der ursprünglichen Proportionen 
sind; z. B.: 

jfa:b = c:d 2/3:5 = 9:x 

W: b'= c': d' (4 : 6 = 8 : y 



3 fa : b = 8 : 9 fa : b = 2 : 

lb;c = 9:10 4.|b:c=4: 

a:c = 8:10 [c:d = 14: 



(aaO:(bbO = (ccO:(ddO 12:30=72:(xy) 

f a : b = 2 : 3 
5 

5_ 

a:d=112:75. 

Zwei Dinge heissen direkt proportional, wenn 
eine Vervielfachung des einen eine Vervielfachung des 
andern mit demselben Faktor herbeiführt. So sind direkt 
proportional : Weg und Zeit bei gleicher Geschwindig- 
keit, Prozentzahl und Zinsen bei gleichem Kapital, Vor- 
rat und Verbrauchszeit bei gleicher Konsumentenzahl. 
Zwei Dinge heissen umgekehrt proportional, 
wenn eine Vervielfachung des einen eine Teilung des 
andern herbeiführt, so dass der Multiplikator und der 
Divisor gleich werden. So sind indirekt proportional: 
Geschwindigkeit und Zeit bei gleichem Wege^ Konsu- 
mentenzahl und Verbrauchszeit bei gleichem Vorrat; 
Gewicht und Hubhöhe bei gleichem Arbeitsquell. 
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§ 14. Eigenschaften der vatürllcben Zahlen/ 
Zahlsysteme« 

Unter „Zahl" soll hier immer eine natürliche Zahl, 
ein Ergebnis des Zählens (§ 4) verstanden werden. Sind 
a, b und a : b ganze Zahlen, so heisst b Teiler von 
a und a Vielfaches von b. Zahlen, die 2 zum Teiler 
haben, heissen gerade, die 2 nicht zum Teiler haben, 
ungerade. Jede Zahl, die nur 1 und sich selbst zu 
Teilern hat, heisst Primzahl, z. B. 7, J9, 31. Jede 
Zahl, die noch ausserdem Teiler hat, heisst zusammen- 
gesetzt, z.B. 18, 35, 91. Dividiert man fortgesetzt 
durch soldhe Teiler, so werden die Quotienten immer 
kleiner, bis schliesslich eine Primzahl erscheinen muss. 
Deshalb ist jede zusammengetzte Zahl als Produkt von 
Primzahlen darstellbar. Wenn man diese Primzahlen 
nach ihrer Grösse ordnet und die gleichen Prim- 
faktoren durch einen Exponenten zusammenfasst, so 
heisst die Zahl „in ihre Primfaktoren zerlegt". 
Z. B.: 

48 = 2*.3,72=23.32,98=2.7«,'l820=22.5.'7.13, 
1896 = 23.3.79. 

Denkt man sich alle Zahlen in ihrer natürlichen 
Reihenfolge geschrieben und dann nacheinander die 
durch 2, durch 3, durch 5 u. s. w. teilbaren Zahlen 
fortgestrichen, so behält man nur die Primzahlen übrig 
(Sieb des Eratosthenes). 

Geht man in der Zahlenreihe vorwärts, so stösst 
man, wenn auch allmählich seltener, immer wieder auf 
Primzahlen, so dass keine Primzahl denkbar ist^ 
zu welcher nicht eine noch grössere gefunden 
werden kann. Denn wäre etwa a die grösste aller 

Primzahlen, so müsste das Produkt 2.3.5.7.11 li 

aller möglichen Primzahlen durch jede existierende Prim- 
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2äfhl teilbar dein/ Es musste also die auf dieses Pro- 
dukt folgende \Zahl bei der Division durch jede exiw 
stierende Primzahl den Best 1 übrig lassen, also selbst 
Primzahl sein) was der Annahme, a sei .die grösste aller 
Primzahlen, widerspHcht. 

Die- Zerlegung einer Zahl fiihrt auch zu ihren 
sämtlichen Teilern, wie folgende Beispiele zeigen: 
■r. i: 6Ö0c=28.3.ö', daher sind Teiler: 1, 2, 2^, 29, 3 . 1, 
3.2,3.28,3.28,5.1,5.2,5.22,5.28,5.3.1,5.3.2, 
^ 5.3.2», 6.3,2«, 5«. 1, 5a.2, 52.2«, 52.2«, 52.3.1, 
52.3.2,52.3.22,52.3.28; 
-^ 2. 648 = 2», 3*, daher sind Teiler: 1, 2, 2«, 2», 3 . 1, 
3.2, 3.22, 3.28, 32.1. 32.2, 32.22, 32.28, 33. 1,38.2 
38.22, 38.28, 3*.l, 3*.2, 3*.2a, 3*.28. 
Hiermit hängt die Aufgabe zusammen, die Summe 
aller Teiler einer Zahl zu finden, wo 1 und die Zahl 
selbst als Teiler mitgerechnet sind. Die Lösung dieser 
Aufgabe ist auB folgenden Beispielen ersichtlich: 

Da 600=28.3.52 ist, so ist die Teilersumme: 
(1 + 2 + 22 + 28) (1 + 3) (l + 5 + 52) = 15.4.31 
= 1860; 
Da 648 = 28 . 3* ist, so ist die Teilersumme : 
(1 + 2 + 22+28) (1 + 3 + 32 + 38+ 3*) = 15. 121 
= 1815. 
Eine Zahl heisst vollkommen, wenn ihre Teiler- 
summe doppelt so gross ist, wie sie selbst. Vollkommene 
fahlen sind 6, 28, 496 und überhaupt alle Zahlen von 
der Form 2P--i . (2P — - 1), wo 2P —1 Primzahl ist. 



Wenn die Zahl a, durch t geteilt, den Quotienten 
q und den Best r ergiebt, so ist (§ 11) a = t . q + r, 
yro r < t ist. Man nennt dann a in der Form t.q+r 
dargestellt. .Alle geraden Zahlen haben z. B. die Form 
2n, alle ungeraden die Form 2n+|tfeedby<^oögle 
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Wenn eine Zahl a die Form tq-|-r und eine Zahl 
a' die Form tq'-[-r' hat, so folgt aus a = a' die G-leichong 
tq-j-r = tq' + r' oder r — r' = t(q' — q), d.h. r — r' ist 
durch t teilbar. Da aber r und r' kleiner als t sind, 
also erst recht r — r' kleiner als t ist, so muss r — r' 
null sein. Daher r = r' und q = q'f Deshalb gilt der 
Satz: 

Die Koste, welche man aus den beiden 
Seiten einer Gleichung bei der Division 
durch eine und dieselbe Zahl erhält, sind 
immer gleich. 

Um mit Hilfe dieses Satzes Kestregelu zu be- 
weisen, bezeichne man die Einer einer Zahl N ^it a,Qj 
die Zehner mit ai, die Hunderter mit ag u. s. w., also: 
N = ao + 10.ai + 102.a2 + 10».a8+... 

Da nun 10 durch 2, lO^ durch 2», 10» durch 2« 
u. s. w. teilbar ist, so ergiebt sich die folgende: 

Bestregel l&r 2,4,89 n.s.w.: Eine Zahl lässt, 
durch 2 dividiert, denselben Best, wie ihre 
letzte Ziffer, ferner, durch 4 dividiert, den- 
selben Best wie die aus den beiden letzten 
Ziffern bestehende Zahl u. s. w. 

Analog lauten die Bestregeln für 5, 25, 125 . • •, 
weil 10 durch 5, 10^ durch 5^ u. s. w. teilbar ist. 

Schreibt man N = ao + 10 . ai -f. lO^. a2 + . . . in der 
Form: 

N=(ao+ai+a2+a3+;.0 + 9.(ai+lla2+lll.a8+...), 
so erkennt man die Eichtigkeit der iolgenden 
Restregel fttrS nnd für 9: Eine Zahl lässt, durch 
3 bezw. durch 9 dividiert, denselben Best 
wie die Summe ihrer Ziffern (Quersumme). 

Schreibt man femer N in der Form • 
N=(ao— ai+aa— a8+...)+(ll.ai+99-a«+10öl.a8+...) 
und beachtet man, dass 10^ — 1, lOi^ + 1, 10* — 1 u. s. w, 
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durch 10+1 teilbar sein müssen (§ 12), so erhält man 
eine B.estregel für 11« 

Aus den Bestregeln ergeben sieb die aus dem 
Rechnen bekannten TeilbarkeltiregelB, wenn man den 
Best gleich null setzt. 



Mit Hilfe der Restregel für 9 findet man bei einer 
Zahl oder einem Zahlen-Ausdruck den Rest, der bei 
der Teilung durch 9 bleibt, viel schneller, als, wenn 
man die Division ausführt. TJm z. B. den Neunrest 
von 784582 zu finden, verfährt man so: 7 + 8 = 15, 
15 hatdieZiffernlund 5, 1+5 = 6,6 + 4=10,1+0=1, 
14-5 = 6, 6 + 8 = 14, 1 + 4 = 5, 5 + 2 = 7. 

Jede Zahl, welche r als Keunrest besitzt, hat die 
Perm 9n + r. 

Da nun (9n+r)(9n'+r0=9(9nn'+nr'+n'r)+rr' 
ist, so gilt der Satz : Den Neunrest des Produktes zweier 
Zahlen erhält man, wenn man ihre Neunreste multi- 
pliziert und zu dem erhaltenen Produkte den Neunrest 
bestimmt. Die Anwendung dieses Satzes heisst Nenner- 
probe« Z. B.: 

Faktor: 7346 



Faktor: 834 
29384 
22038 

58768 



6126564 



Neunrest: 2 
Neunrest: 6 



Produkt: 12 
Neunrest: 3 

Neunrest: 8 



Haben Zahlen ausser 1 keinen Teiler gemeinsam, 
so heissen sie relativ-prim, z. B. 14 und 15, ferner: 
39, 16, 49. Sind Zahlen nicht relativ-prim, so entsteht 
die Aufgabe, ihren grössten gemeinsamen Teiler 
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zu finden. Dies gescluelit. dadurch) dtös man die Zahleiii 
in ihre Frimfaktoren zerlegti U9<i dann eiii Prod^]^ 
bildet, das jeden Primfaktor 80 oft enthält^ als er da 
5teht, wo . er am^ 8 e 1 1 e n s t e 9 vorkommt. Z.B.: 
900 = 22 . 32 . 52 ^^^ grös^te gemeinsame T^ÜäT 

07Q _ o ^^3 7 muss die 2 einmal, die 3 zweimal, 

1 QQc ~~ o Q2 7 11 5, 7, 11 gar nicht als Faktor ent- 
1386 = 2. d .7.11 haUen, daheim 2.32^^18. I 
Abgekürzt: 900,378,1386 \ 1 ! 

2) 450, I89y 693 ' ' 

.9) 50, 21, ; 77, daher 2.9 ==18 der 
gem. Teiler. 
TTm das kleinste gemQinQame Yielfachet zjn 
finden, d. h. um die' kleinste Zähl zu bestiii^men, 7*0 n 
welcher alle gegebenen Wahlen Teiler sind, muss" man 
ein Produkt bilden, das jeden vorkommenden Prim- 
faktor so oft enthält, als er da steht, wo er am häufig« 
sten vorkommt. Z. B: 

l)as kleinste gemeinsame Viel- 
fache muss die 2 zweimal, die 3 
dreimal, die 5 zweimal, die 7 ein- 
mal, die 11 einmal enthälten,^ da:- 
her 22 . 3» . 5« . 7 . 11 = 207900. 
Abgekürzt: 900, 378, 1386 



900 = 22.32.52 
378 = 2.30.7 
1386 = 2 . 32 , 7 . 11 



2) 450, 189, 693 

9) 50, 21, 77, : 

7) ÖO, 3, 11, daher 2.9.7.50.3. 11 
= 207900. 
Die Aufsuchung des kleinsten gemeinsamen Viel- 
fachen ist namentlich bei der Additibn uncl Subtraction 
von Brüchen mit v6Pöehi«d'eiiön Nennerner- 
forderlioh. (Vgl. Qeneraln«nnw in § 11^) 
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Ist a der Dividendos, t der Divisor, q der ganz- 

zahlige Quotient, r der Eest bei einem Divisionsexempel^ 

so ist; , 

a r ■ 

-T- — q + T- oder a = qt + p. 

Diese Gleichung; durch m dividiert, ergiebt: 

a t , r 

— = q , — -j . 

m * 'm m" 

Sind also—^ und — ffanze Zahlen, so ist auch — 
m m ° m 

t , a 
ganzzahlig. Sind zweitens — und -^ ganze Zahlen, so 

ist auch — ganzzahlig. Daher gelten die beiden Sätze : 

h "Wenn bei einer Division Divisor und 
Best durch eine und dieselbe Zahl teilbar 
sind, so teilt diese. Zahl auch den Dividendus. 

2. "Wenn bei einer Division Dividendus 
und Divisor durch eine und dieselbe Zahl 
teilbar sind, so teilt diese Zahl auch den 
Best. 

Auf diesen Sätzen beruht das im flecheu-Unterrichte 
gelehrte Yerfahren, um den grössten gemeinsamen Teiler 
zweier Zahlen zu finden, ohne dieselben in Frimfaktoren 
zu zerlegen. Z, B.: 

828 I 5635 ==6 

4968 ... 

667 I 828 = 1 
667 

1611667 = 4 
644 

23 I 161 = 7 

161 ■ , 
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Der letzte Divisor 23 ist der grösste gemeinsame 
Teiler der Zahlen 828 und 5635. Dieses Verfahren 
wird namentlich angewandt, um die grösste ganze Zahl 
zu finden, durch die sich ein Bruch mit grossem Zähler 
und ixenner hehen lässt. 



Fast alle Sprachen hesitzen ein mehr oder weniger 
vollständiges Zahl wort- System, d, h. sie bilden ihre 
Zahlwörter nach dem Schema: 

ao + ai . b + a2 . b2 + aa . b» + . . ., 
wo ao, ai, a2, as . . . die Zahlwörter für alle Zahlen sind, 
die kleiner als b sind. In den meisten Sprachen ist h 
gleich zehn, weil der Mensch zehn Finger hat, im Deut- 
schen sagt man für b^ hundert, für b* tausend u. s. w. 
Die Zahl b heisst Basis des Zahlwort-Systems, ihre Po- 
tenzen heissen Stufenzahlen. In manchen Sprachen 
finden sich ausser Zahlwörtern der hauptsächlichsten 
Basis auch Zahlwörter, die auf eine andere Basis hin- 
weisen, z. B. quatre-vingt = viermalzwanzig = achtzig. 
Bisweilen ist ausser der Addition und Multiplikation 
auch die Subtraction zur Bildung der Zahlwörter be- 
nutzt, z. B. undeviginti = eins (subtrahiert) von zwan- 
zig = neunzehn. 

Alle Kulturvölker älterer und neuerer Zeiten haben 
ausser ihrem Zahlwortsystem auch ein Zahlzeichen- 
system ausgebildet. Das bequemste Zahlzeichen-System 
ist das bei allen Kulturvölkern üblich gewordene 
Zahlzeichen-System, das auf dem Principe des Stellen- 
werts und der Erfindung eines Zeichens für Null 
beruht. Dieses System ist von indischen Brahma- 
Priestern im 4ten Jahrhundert nach Chr. G. erfunden, 
durch die Araber zu den christlichen Völkern gelangt 
und allmählich am Ausgang des Mitte^^^| überall 
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üblich geworden. In dieser Zifferschrift bedeutet z. B. 
30478: 

8 + 7.b + 4.ba + 0.b8 + 3.b*, wo b zehn ist. 

Durch die Einführung des Zeichens für eine aus- 
fallende Stufenzahl gelingt eS; mit denselben zehn Zahl- 
zeichen 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 
jede noch so grosse Zahl zu schreiben. TTnser Zahl- 
wort-System kennt die Null noch nicht^ und hat daher 
die Angabe der Stufenzahlen zehn, hundert, tausendu. s, w. 
nötig. Ebenso kennt die Zifferschrift der Bömer die 
Null noch nicht, dieselbe ist rein additiv, d. h. die Bömer 
bezeichneten durch Aneinanderreihung der Zeichen für 
mehrere Zahlen die Zahl, welche durch Addition dieser 
Zahlen entsteht, z. B.: 

CCCLXVI = hundert + hundert + hundert 
+ fünfzig + zehn + fünf + eins. 

Nebenbei tritt noch die Subtraction hinzu, z. B. 
IX = eins von zehn. Im Mittelalter rechnete das Volk 
noch überall mit römischen Zahlzeichen. Durch die 
indisch-arabische Zifferschrift ist alles Bechnen viel be- 
quemer und übersichtlicher geworden. 



§ 16. Dezimalbrflclie. 

Wenn man die auf der Basis zehn beruhende Stellen- 
wert-Schrift der natürlichen Zahlen derartig fortsetzt, 
dass man auf die Vielfachen der Stufenzahlen (§ 14) 
auch noch Vielfache von 

-L J_ _L 

10^ 102' 10»'"* 
folgen läset, so erhält man einen Dezimalbruch. 
Eiu Dezimalbruch hat also die For?^,;edby^ooQle 
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.,.as^lOB+a2.102+ai.lOi+ao+bi:10i+b2:108+..-.,; 
wo die Koei&zienten ao; ai^ a2, . . ., bi^ bg, bs; . . . entweder 
null oder eine der Zählen von 1 bis 9 sind. Man schreibt 
einen Pe^simalhruch so, dass man die Koeffizienten 
. . . a^j ai, ao, bi, b2, bs, . . . unmittelbar nebeneinander 
setzt und die den Koeffizienten angehörigen Stuf erzählen 
dadurch kenntlich macht, dass man hinter ao ein Komma 
setzt Z. B.: 

12,56 = 1 . 10 + 2 • 1 + 5 : 10+ 6 : 100, 
0,138 = 1 : 10 + 3 : 100 + 8 : 1000, 
0,0056 = 5: 10» + 6: 10*. 

Tat ein Dezimalhruch kleiner als 1, so setzt man 
YOr das Komma. Ist einer der Koeffizienten bi,.b2, bs, . . . 
null, so muss er auch in der abgekürzten Schreibweise 
durch eine Null vertreten werden. Eine ganze Zahl 
kann als Dezimalbruch betrachtet werden, der Zehntel^ 
Hundörtel u. s. w. enthält. 

Au^ der Definition geht hervor, dass ein De- 
zimalbruch immer gleich dem Bruche ist, 
dessen Zähler der ohne Komma geschriebene 
Dezimalbruch ist, und dessen Nenner 10™ 
ist, wenn m „Dezimalstellen" auf dasKomma 
folgen, z. B.: 

.=.0 158 ,^^ 158 ^^^^ 158 ^^^^^ 158 
15,8 = ^, 1,58- j^, 0,158= j^, 0,0158 = jöööö- 



Da die Dezimalbruch-Schreibweise eine Erweiterung 
des indischen Ziffersystems bildet, so hat das B^chnen 
mit Dezimalbrüchen dieselhen Yorzüge, wie das Bechnen 
mit ganzen Zahlen in unserm Ziffersystem. Aus der 
Erklärung der Dezimalhrüche gehen folgende Begeln 
für das Kechnen mit solchen Brüchen hervor: 

1» KinDe2{imalbruch bleibt| se^i^fll^^W'erte 
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nach, no'geänd&rt, wenn man rechts beliebig 
viele Nullen anhängt; denn dies bedeutet nichts 
weiter als ein Erweitexn des Bruches mit einer Po- 
tenz vdn äehn. ' 

2. Ein Dezimalbruch wird mit 10™ multi- 
pliziert bezw. dividiert; . indem ' man das 
Komma um m Stellen nach rechts bezw. links 
rückt. Nicht vorhandene Stellen werden da« 
bei durch Nullen ausgefüllt. Z. B.: 
5,34 . 10=53-4; 4,7 : 10=0,47 ; 87,56 : 10000=0,008756. 

3* Dezimalbrüche werden addiert oder 
subtrahiiBrt, indem man immer die Stellen 
gleicher Stuf enzahl addiert oder subtrahiert, 
und aus den Suiiimen bezw. Differenzen wie- 
der einen Dezimalbruch bildet. Z. B.: 



4,753 

0,1846 (add.) 

.4,9376 



4,753(0) 
0,1846 (subi) 

4,5684 



4. Zwei Dezimalbrüche werden multipli- 
ziert, indeni man d}.6 durch Weglassung der 
Kommata entstehenden Zahlen multipliziert 
und im Produkta so viele Zahlen von rechts 
nac^h links abschniaidet, als beide Dezimal- 
brüche zusammen Stellen haben. Z.B.: 

0,002i) 
2,15 




41,5810 



145 
29 

__58_ 

0,006235 



y Google 
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Die Yerwandlung eines gewöhnliclien 
Bruches in einen ihm ^enam gleichen Dezi- 
malbruch ist nur möglich^ wenn der Nenner des 
Bruches keine andern Primfaktoren enthält, als 2 und 5. 

c .. T. 17 17 17.5« 2125 ^^,^^ 

So i8t2.B.:8Ö = PTl0 = i^nö = lör = 0'2125. 

Enthält aber der Nenner noch andere Primfaktoren 
als 2 und 5, so kann durch Erweitern nie ein Bruch 
entstehen, dessen Nenner eine Potenz von zehn ist. I n 
diesem Falle begnügt man sich damit, für 
einen solchen Bruch Dezimalbrüche anzu- 
geben, die ihm möglichst nahe kommen. Das 
Verfahren, solche Dezimalbrüche zu finden, beruht auf 
einer steten Erweiterung eines Bruches mit zehn, und 
ist aus folgendepi Beispiele ersichtlich: 



9:14=0,64285. 

90 
84 

60 
56 

40 

28 

120 
112 

80 



9 1 

Also: 0,6 < TT <0,7; Fehler < 77: 
14 ' '10 

0,64 <jj< 0,65; , < j^ 
0,642 <~<0,643 « < ^ 



lODO 
0,6428 <ä<0,6429;, < j^J^ 

0,64285 <f^<0,64286;. < ^^. 

Durch dieses Verfahren kann man also jeden Bruch 
in zwei Grenzen einschliessen^ welche Dezimalbrüche 

sind, die sich nur um jn oder r^ oder y^qq ^ s« w» 

unterscheiden. Auf die Verwandelung eines gewöhn- 
lichen Bruchs in einen ihm nahezu gleichen Dezimal- 
bruch lässt sich auch die Division zweier Dezimalbrüche 
zurückführen, nämlich: , 000 1 

5. Zwei Dezimalbrüche werben afvldiert, 
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indem man erstens beide darcb Anhängen 
von Nullen auf gleichviel Stellen bringt, 
zweitens die Kommata fortlässt, drittens 
die aus dem Dividendus hervorgegangene 
ganzeZahl zumZähler^ die aus demDivisor 
hervorgegangene ganze Zahl zum Nenner 
eines Bruches macht, viertens diesenBruch 
nach dem soeben besprochenen Verfahren in 
einen Dezimalbruch verwandelt. Z. B.: 
11,637 : 4,31 = 11637 : 4310= 2,7; 

48,6 : 0,127 = 48600 : 127 = 382,68 
0,0024 : 2,468 = 24 : 24680 = 0,0C097. 
Oft verfährt man bequemer^ wenn man 
im Dividendus und im Divisor das Komma 
um soviel Stellen nach rechts rückt; als der 
Divisor Stellen hat, mit der so aus dem Di- 
visor entstandenen ganzen Zahl in den aus 
dem Dividendus entstandenen Dezimalbruch 
wie in eine ganze Zahl dividiert und das 
Komma setzt, sobald die Einerstelle des Di- 
videndus in den Eest gezogen ist. Ist die 
letzte Dezimalstelle in den Best gezogen, so 
kann man noch durch jedesmalige Yerzehn- 
fachung des Bestes weitere Stellen im Quo- 
tienten erhalten. Z. B.: 

14,246 : 0,94 = 1424,6 : 94 = 15,155 . . • 
94 
484 
470 
146 
94 
520 
470 
500 r- T 
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Dezimalbrüche nennt man g e s c hlo s s e ri a'der un- 
geschlossen, je nachdem ihre Stollenzahl eine be- 
schränkte oder eine unbeschrankte ist. TJngeschlossene 
Dezimalbrüche liefern alle diejenigen Brüche/ deren 
Nenner noch andere Primfaktoren als 2 und 5 enthalten. 
Setzt man die Berechnung der Stellen eines solchen 
ungeschlossenen Dezimalb^ehs hinlänglich weit fort, so 
erscheint eine gewisse Reihe von Ziffern in 
derselben Aufeinanderfolge unaufhörlich 
wieder. Dies rührt daher, dass bei der foirtgesetzten 
Division endlich einmal ein Rest erscheinen muss, der 
schon einmal da ww:. weil bei einer Division durch eine 
'Zahl N nur N— 1 veischiedene Reste, nämlich 1, 2, 3...j 
N—1 möglich sind. Z. B.: , 

-|- = 0,285714 285714... 



: — = 0,307692 307692... 

. ., Eine solche wiederkehrende ZifFerreihe heisst Pe- 
riode und ein Dezimalbruch^ in dessen Stellen eine 

''."'" \ 4 • 

Periode erscheint, periodisoh« Bei -r-q ist 307692 die 

Periode. Man schreibt die eine Periode bildenden 
Stellen meist nur einmal und deutet durch einen 
darüber gesetzten Strich den Umfang der 
P e r i d'ö a n. Fän^t die Periode sogleich ' mit der 
ersten Dezimalstelle an, so heisst der Dezimalbruch 
rein-periodisch, stehen noch andere Stellen vor 
der Periode^ unrein-periodisch. Diese Stellen 

selbst heissen dann vorperiodisch. Z. B. =7 == 1,013 

hat zwei vorperiodische Stellen Ol und eine Stelle in 
der Periode, nämlich 3. 

TJm einen geschlossenen Dezimalbruch 
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in einen gemeinen Brück zn verwandeln, hat 
man nnr den Brncli zu bilden und eventuell zu heben, 
dessen Zähler die nach Fortlassung des Kommas ent- 
stehende gan^e Zahl ist und dessen Nenner eine 1 mit 
soviel angehängten Nullen ist, als der Dezimalbruch 
Stellen hatte. 

Wie aber rein- und unrein-p,eriodische 
Dezimalbrüche in gemeine Brüche verwan- 
delt werde U; zeigen die folgenden Beispiele: 



Bein- per iod isch: 
x = 0, 5l8, also; 
1000x=516,5l8 (8ubt.) 

999 x= 518, also: 

_518_14 

^"999 "■27' 



XTnrein-periodisch: 

x = 9,43686, also: 
100000 x = 43686,86 
und 1000 x= 436,86 (subt.) 

99000 x = 43250, also 
43250 ^173 
^""99000" 396' 



§ Iß. Glelehnngen ersten Grades mit einer 
Unbekannten. 

Schon in § 5 und § 9 sind die Transpositions- 
regeln erster und zweiter Stufe dazu verwandt, um 
solche Bestimmungsgleichungen zu lösen, in denen die 
Unbekannte nur einmal vorkommt. Hier sollen nun 
auch solche Gleichungen gelöst werden, in denen die 
Unbekannte an mehreren Stellen vorkommt. 
Der dann einzuschlagende Weg zur Isolierung der Un- 
bekannten ist aus folgendem Beispiel ersichtlich: 

_ ,.. , 3x — 5 4~x , 9 — 2x 

Zu losen sei : — j — = — —• - + - — - — 
4 ^ O 

1. Brüche fortschaffen (durch Multiplikation 

mit 12): 

3(3x-5) = 6(4-x) + 2(9-2x\ , 
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2. Klammern lösen^ in denen x vorkommt: 

9x — 15=24 — 6x+ 18 — 4x. 

3. X nach lin*ks transponieren: 

9x + 6x4-4x = 24+18+15. 

4. Vereinigen: 

19xr=57. 

5. Durch den Koeffizienten von x divi- 
dieren: 

Die Probe geschieht durch Einsetzen, nämlich: 
3.3 — 5 . ^ 4 — 3 , 9 — 2.3 1,1 . 
— i — = 1'^* —2~^ — 6 — = T + T = *' 



Bei Gleichungen, die ausser der Unbekannten x 
auch Buchstaben enthalten, die als bekannt gelten sollen, 
hat man die Vereinigung der x enthaltenden Glieder 
durch Absondern zu bewerkstelligen, z. B. : 

p3x + q(p-q) = (p-q)(3p + 4q) + q2x, 

p2x-q2x = (p-q)(3p + 4q-q), 

x(p3-q2) = (p-.q)(3p + 3q), 

3^(p+q)(p— q)=3(p— q)(p+q) 
x = 3. 
Das Fortschaffen der Brüche kann unterbleiben, 
wenn kein Nenner die Unbekannte enthält; z. B. ; 

2(x — 2) ,__x+l 



9 




— JL - 


12 


* 


2x — 


4 


-1 = 


x+1 
12 ' 




9 






2x 
9 


4 

9" 


-1 = 


=Ä+ 


1 

12» 


2x 
9 


X 


1 

~12 


+1 


+ x 
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55 








36 


x = 

55 


36' 
5 








x = 


^36 


'36 


= 55: 


:5 = 


= 11. 



Enthält eine Gleichung mehrere Buchstaben, so 
kann man jeden als unbekannt betrachten und deshalb 
jeden durch die übrigen ausdrücken^ z. B.: 

ergiebt 

19 ^ _ 8 , 16 - 19 X 

x=-3-y-2z oder y=j^x+^z oder z=jgy--. 



Mit Hilfe der Gesetze der Bechuungsarten erster 
und zweiter Stufe kann man nur solche Gleichungen 
lösen, welche sich auf die eingerichtete Eorm 
ax = b bringen lassen, wo a und b bekannte Zahlen 
oder Buchstabenausdrücke sind. Die Lösung von Glei- 
chungen, welche auf andere Formen, z. B. auf c x^ -|- d x 
:= e führen, kann erst später besprochen werden (§ 21). 
Doch können hier schon solche Gleichungen gelöst wer- 
den, bei denen Glieder, die x^, x^ u. s. w. enthalten, sich 
fortheben. Z.B.: 6(x— l)(4x+l5) = (12x— l)(2x + 2) 
ergiebt zwar zunächst 24x2-|-66x— 90=24x2-[-22x — 2, 
dann aber 66x — 90 = 22x — 2 oder x = 2. 



Wenn in der eingerichteten Form axr^b, a und 
b beide null sind, so ergiebt sich x=-^, also eine 

vieldeutige Quotientenform (§ 9). Damit sagt uns 

die Algebra, dass x jede beliebige Zahl sein kann, und 

dass also die vorgelegte Gleichung keine Bestimmungs- 

Schnbert, Arithmetik und Algebra. 6 
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gleichung, sondern eine identische Gleichung war. 

Z. B.: 

4^1 g^_ 7(x + 4a)-^(8a~ x) 
gx-i-ia- ^ - - 

ergiebt: 8x + 20a = 7x + 28 a — 8a + x 

oder: 8x — 7x — x = 28a — 8a— 20a, 

d. h. : . X = . a = 0; also x jede beliebige Zahl. 

In der That lässt sich aus der rechten Seite der 
vorgelegten Gleichung die linke durch Umformung finden^ 
nämlich : 

7(x+4a)-(8a-x) 8x+20a 4 

lö = -"-10— = -5-^+^^- 

Wenn in der eingerichteten Form ax = b, b null, 
a nicht null ist, so ergiebt sich x = 0. Wenn aber 
b nicht null, wohl aber a null ist, so kommt 

x=-'^=oo (§ 11 am Schluss). So wird z.B. 3x+4 

= 3x + 5 durch keinen endlichen Wert von x, 
sondern nur durch x = oo erfüllt. 



Wenn ein gemeinsamer Faktor beider Seiten die 
Unbekannte x enthält, so kann man diesen 
Faktor gleich null setzen^ weil dadurch die 
beiden Seiten der Gleichung null werden, die Glei- 
chung also erfüllt wird. Durch das Nullsetzen des ge- 
meinsamen x enthaltenden Faktors gewinnt man eine 
Gleichung zur Bestimmung von x. Entsteht durch Fort- 
lassen des gemeinsamen Faktors eine immer noch x ent- 
haltende Gleichung, so kann man auch diese lösen, und 
erhält dann zwei Werte für x, welche beide die vor- 
gelegte Gleichung befriedigen. Z. ^,£,^ Google 
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1. 7(x— 16) = -^(x-16)-x+16 ergiebt7(x-16) 

=-g-(x-16)-(x-16)al80x— 16=Ooderx=16; 

2.^(x+3)=4x+12ergiebt|-(x+3) = 4(x+3), 

also sowohl x+3=0, d. h. x= — 3, wie aucli -^= 4, 
d. h. x = 8. 



Eingekleidete Gleichungen sind Aufgaben, 
welche in Worte gekleidet sind und Fragen enthalten, 
die durch Auflösung einer Gleichung beantwortet wer- 
den können. Die in Worten gemachten Angaben hat 
man in die arithmetische Sprache so zu übersetzen 
(Ansatz), dass eine Bestimmungsgleichung entsteht, 
deren Lösung die Antwort liefert. Hierzu drei Beispiele : 

1. Aufgabe: Wenn man das Dreifache einer ge- 
wissen Zahl von 100 subtrahiert, so kommt dasselbe 
heraus, als wenn man ihr Doppeltes um 15 vermehrt- 
Wie heisst die Zahl? 

Auffindung des Ansatzes: Man bezeichnet 
die gesuchte Zahl mit z und sucht diejenige Stelle des 
Wortlauts auf, welche arithmetisch durch ein Gleich- 
heitszeichen auszudrücken ist. Es ist dies hier die Stelle 
„so kommt dasselbe heraus". Hieraus entnimmt man, 
dass eine Zahl doppelt auszudrücken ist. Dies thut 
man, den Angaben entsprechend. Mau erhält einerseits 
100 — 3x, andererseits 2x+l5. 

Lösung der Gleichung: 

100 — 3x = 2x + 15 
100— 15=:2x + 3x 
85=:5x 

X = -^ = IT« tzedby Google 
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Beantwortung der Frage: Die Zahl heisst 17. 
Probe: Es kommt beide Male die Zahl 49. 

2. Aufgabe: Zwei Nachbarn kaufen gleichzeitig 
Paffee, der eine 25 Kilo, der andere 24 Kilo, der erste 
braucht täglich 140 Gramm, der andere nur 120 Gramm. 
Nach wieviel Tagen sind ihre Vorräte gleich und wie- 
viel Gramm hat dann jeder? 

Auffindung des Ansatzes: Nach x Tagen 
hat der erste noch 25000 — 140x Gramm, der zweite 
24000 — 120 X Gramm. Beides soll gleich sein. 
Lösung der Gleichung: 

25000 — 140x = 24000—120x 

1000=20x 

50 = x. 

Beantwortung der Frage: Nach 50 Tagen 

sind ihre Vorräte gleich. Dann hat der erste noch 

(25000 — 140.50) Gramm oder 18 Kilo, der zweite 

noch (24000 — 120.50) Gramm oder auch 18 Kilo. 

3. Aufgabe: Von den Endpunkten eines 600 m 
langen Weges gehen zwei Fussgänger A und B gleich- 
zeitig ab, um sich zu begegnen. Sie treffen sich nach 
4 Minuten. B legt in jeder Minute 2 m mehr zurück 
als A. "Wieviel m legt A in einer Minute zurück? 

Auffindung des Ansatzes: A legt in 1 Mi- 
nute X m zurück, B also x-|-2 m. Nach 4 Minuten 
ist A 4 X m, B 4(x-|-2) m gewandert. Die Summe 
beider Wege soll 600 m lang sein. Also ist 4 x + 4 (x + 2) 
= 600. 

Lösung der Gleichung: 
4x+4(x + 2) = 600 ergiebt 8x = 592 oder x = 74. 

Beantwortung der Frage: A legt 74 m in 
der Minute zurück. 

Probe: Weg des A: 4.74 m oder 296 m. Weg 
des B: 4 . 76 m oder 304 m. Summe beider^ 600 m. 
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Bei der Auffindung des Ansatzes ist namentlich 
folgendes zu beachten: 

1. Man suche zuerst nicht allein danach, welche 
Grösse man passender "Weise als Unbekannte wählt, 
sondern auch danach, welche Grösse sich doppelt aus- 
drücken lässt. Dies ist selten die Unbekannte selbst. 

2. Scheinen mehrere Grössen unbekannt zu sein, 
so betrachte man doch nur eine als die Unbekannte 
der aufzustellenden Gleichung. Es muss dann gelingen, 
die andern Grössen durch die gewählte Unbekannte aus- 
zudrücken, 

3. Häufig thut man besser, nicht die Grösse, nach 
welcher gefragt ist, als Unbekannte anzusehen, sondern 
eine andere Grösse, durch welche die gefragte Grösse 
ausgedrückt werden kann. 

4. Enthält eine Angabe zwei verschieden benannte 
Grössen, so reduziere man immer, wie beim Begel- 
detri-Ansatz auf die Einheit, was immer auf dop- 
pelte Weise geschehen kann. Z. B. : a) Aus der Angabe 

er macht in 45 Minuten 4 -j Kilometer, folgt zweierlei, 
erstens in 1 Minute (4-t- : 45) Kilometer^ zweitens 
1 Kilometer in 145 : 4-j-J Minuten; b) 1 Kilo kostet 

16 Mark ergiebt auch, dass man für 1 Mark j^ Kilo 

erhält; c) 11 Arbeiter brauchen zu einer Arbeit 12 Tage 
heisst, dass 1 Arbeiter 132 Tage brauchen würde, oder, 
dass zur Fertigstellung in einem Tage 132 Arbeiter 
erforderlich wären. 
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§ 17. Gleichnngen ersten Grades mit mehreren 
Unbekannten. 

Enthält eine Gleichung zwei Unbekannte x und y^ 
so kann man immer die eine Unbekannte, etwa x, durch 
die andere Unbekannte y ausdrücken. Setzt man dann 
für y eine beliebige Zahl ein, so muss sich für x immer 
ein zugehöriger Wert ergeben, so dass unzählig viele 
"Wertepaare von x und y die Gleichung befriedigen. 

So wird z, B. 9x — 5y=l erfüllt für x=l, y = -^; 

3 = -^, y=l; x = -j-, y=-j-; u. s. w. 

Wenn aber zu einer Gleichung zwischen x und y 
noch eine zweite solche Gleichung hinzutritt, so ent- 
steht die Aufgabe, diejenigen Wertepaare herauszufinden, 
welche das entstehende Gleichungssystem befrie- 
digen, d. h. deren Einsetzung sowohl die erste wie auch 
die zweite Gleichung zu einer identischen macht. Diese 
Aufgabe löst man dadurch, dass man eine neue Glei- 
chung bildet, welche die eine Unbekannte gar nicht 
mehr enthält. Letztere nennt man dann eliminiert* Die 
Auflösung der nur eine Unbekannte enthaltenden neuen 
Gleichung (§ 16) liefert den Wert der einen Unbe- 
kannten, Die Einsetzung dieses Wertes in irgend eine 
der beiden vorliegenden Gleichungen führt dann (§ 16) 
zum A¥ei*te der andern Unbekannten, 



Für die Elimination einer Unbekannten ans einem 
System zweier Gleichungen mit zwei Unbekannten sind 
drei Methoden üblich^ nämlich: 

1. Gleichsetzungsmethode. Man drückt, am 
: zu elimieren, x durch y vermittelst beider Gleichungen 
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aus und setzt die beiden nur y enthaltenden Ausdrücke 
einander gleich. Z. B.: 



14x-4y = l 



> führt zu 



_l+_4y 
"^^ 14 

_5y — 4 
"""" 16 



daher: 



l + 4y 5y — 4 

— 7-7 — = — ^ — , woraus y = 12 folgt. Setzt man 

y = 12 ein, so erhält man auf zweifache "Weise x = 3-^. 

2. Einsetzungsmethode. Den aus der einen 
Gleichung erhaltenen Ausdruck, der die eine Unbekannte 
durch die andere ausdrückt, setzt man in der andern 
Gleichung überall ein, wo diese eine Unbekannte vor- 
kommt. Z, B. : 



J8x — 2y = 3y + 6 
|6y + 4x — 100 = 49- 



4y-.3xP^ 



also durch Einsetzung: 

100 = 49 — 4y- 



,,+m±i^ 



giebt: x = 



3( 5y4-6) 
■ 8 



5y + 6 



8 



wo- 



8 
raus y = 10 folgt, also x = 7. 

3. Methode der gleichgemachten Koeffi- 
zienten. Man bringt die Gleichungen beide auf die 
geordnete Form, d.h. auf die Form a x + b x = c, 
wo a, b, c ganze Zahlen sind, die auch negativ sein 
können. Dann multipliziert man, um x zu eliminieren, 
beide Gleichungen derartig mit möglichst kleinen ganzen 
Zahlen, dass die Koeffizienten von x in den beiden ent- 
standenen Gleichungen gleich werden oder sich nur 
durch das Vorzeichen unterscheiden. Im letzteren Falle 
crgiebt die Addition, im ersteren die Subtraction eine 
von X freie Gleichung. Beide Fälle komi]^^^jm^ das- 
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selbe hinauS; weil die Subtraction als Addition mit um- 
gekehrten Vorzeichen angesehen werden kann. Z. B.: 

Man hat, um die Koeffizienten von x gleich zu 
machen, die erste unverändert zu lassen, die zweite mit 

a u- r • Q v f / 18x-l0y = 13 \ 

6 zu multiplizieren. So kommt: { ^^ , q. c^a n 
^ { — 18x + 84y = 24j 

woraus durch Addition 74 y = 37, d. h, y = -^ folgt. 

Schliesslich findet man durch Einsetzung von y = "K" aiis 

irgend einer der beiden gegebenen Gleichungen, dass 
X = 1 ist. Um ebenso y zu eliminieren, müsste man dio 
erste Gleichung mit 7, die zweite mit 5 multiplizieren. 

_ ... ^^ /l26x-70y = 91 \ . 

Dann hatte man: < ^^ 4- 70 — 90 k ^*^*^^ 111 x 

= 111, also X = 1 erhalten. 

Der Koeffizient, welcher bei der zu eliminierenden 
Unbekannten erzielt werden muss, ist immer das kleinste 
gemeinschaftliche Vielfache (§ 14) der vorliegenden Koeffi- 
zienten der beiden Unbekannten. 



Wie man sich bei der Auflösung eines Systems von 
zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten bisweilen 
die Rechnung erleichtern kann, zeigen folgende drei 
Beispiele : 

l.< ^ - >. Man dividiere die erste 

\2x — y = 7 I 

Gleichung zunächst durch 15; und eliminiere erst dann. 

So kommt x = 3, y = l. 
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„ „ fl05x — 862y = — 10831 

2- ^"^ \l02x-864y = -1092/^^ ^°'^''' ^'^^"^ 
man durch Subtraction eine dritte einfachere Gleichung 
3x+2y = 9, die man mit einer der beiden gegebenen 

Gleichungen zu verbinden hat. Es kommt x= 2, y = 1-^. 



3. TJm 



1 


. 3 _5^ 


X 

4 


' y+1 4 
7 1 


X 


y+1 4J 



ZU lösen, betrachtet man 



1^ 

X 



und — TT als Unbekannte, dann erhält man — = Tr> 
y+1 ' X 2 



—^ = j^ also x = 2,y = 3. 



TJm drei Unbekannte x, y, z aus drei Gleichungen 
I, II, III zu besimmen, eliminiert man zunächst eine 
und dieselbe Unbekannte, z. B. x aus zwei Paaren der 
gegebenen Gleichungen, z. B. sowohl aus I und II, wie 
auch aus I und III. Dadurch erhält man zwei Glei- 
chungen, welche nur noch y und z enthalten, und aus 
denen man nach den obigen Methoden y und z berechnen 
kann, x ergiebt sich dann durch Einsetzung. Analog 
verfährt man bei vier Gleichungen mit vier Unbekannten 
und überhaupt bei n Gleichungen mit n Unbekannten. Z. B. : 
1. 16 X + y — 13 z =:=: — 56] ^^ berechnen, eli- 
IL6x-4y + 12z = 84 l diniere man etwa 
nL2x + 2y-z = 3 J aus I und IL 

\ ^ *' } wie auch aus I 

und III. Dadurch erhält man: 



Um 



f70x — 40z = — 140] 
\30x-25z=-.^^^ ^' ^^^*^' '^"^ 



•115 j' 



fx = 2 
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Setzt man diese "Werte in I. ein^ so erhält man y = 3. 

Das eben angegebene Mittel der allmählichen 

Elimination führt bisweilen nicht so schnell zum 

Ziel, wie andere Mittel. Ist z. B.: 

j x+ y = 19 1 aufzulösen, so addiere 

* V 4- z = 21 '^ ™*^° *^^® *^^®^ ^^®^" 
y, l chungen und dividiere 

(z + x = 24j durch 2. 

Subtrahiert man nun von dieser Gleichung nach 
einander jede der gegebenen, so erhält man nach ein- 
ander z=13, x = ll, y = 8. 



Dadurch erhält man: 

x + y + z = 32. 



Damit aus einem Qleichungssysteme bestimmte 
"Werte der Unbekannten hervorgehen, ist es notwendig, 
dass die Gleichungen des Systems von einander unab- 
hängig sind; d. h. nicht durch blosse Umformungen 
auseinander hervorgehen können. Bei mehr als zwei 
Gleichungen ist es oft schwer, zu erkennen, dass die- 
selben von einander abhängen. Immer aber wird dies 
durch die Elimination aufgedeckt. Z. B«: 

Das System 



|2x— y+3z = 20 
x + 3y+llz = 55 
l8x + 3y + 31z = 170 



führt durch Elimination zweier 
Unbekannten auf eine identi- 
sche Gleichung, enthält also 
Gleichungen, die von einander abhängen. In der That 
ergiebt die Summe des Dreifachen der ersten Gleichung 
und des Doppelten der zweiten Gleichung die dritte 
Gleichung. 

Führt die Elimination auf eine für endliche "Werte 
der Unbekannten unmögliche Gleichung, so verrät dies, 
dass die gegebenen Gleichungen einen Widerspruch 
enthalten, wenn man nur endliche Werte der Unbe- 
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[4x+3y=12 1 

kannten zulässt. So ist z. B. <^ , . 1 ^^ >einSy- 

16x+4^-y = 19J 

stem von sich widersprechenden Gleichungen. 



Bei eingekleideten Gleichungen mit mehreren 
Unbekannten lese man aus den gemachten Angaben so- 
viel Gleichungen heraus, als man Unbekannte einführt. 
Oft wird die Bildung des Gleichungsöystems dadurch 
erleichtert^ dass man nicht allein für die Grössen, nach 
denen gefragt ist, sondern auch für andere in der Auf- 
gabe erwähnte Grössen Buchstaben als Unbekannte ein- 
führt. Z. B.: 

Aufgabe: Ein Engländer kaufte bei einem Wechs- 
ler in Basel Zwanzigfrank- und Zwanzigmark-Stücke. 
Er erhielt zusammen 54 Goldstücke im Werte von tau- 
send Mark. Wieviel Mark deutsches Geld empfing er, 
wenn 20 Francs = 16 Mark sind? 

Lösung: x Zwanzigfrank-Stücke sind 20 x Eranks, 

4 
y Zwanzigmark-Stücke sind 20 y Mark, 1 Erank =— Mark. 

4 
Daher ist 20 x . -g- + 20 y = 1000 die eine Gleichung. Fer- 
ner soll x-|-y = 54 sein. Aus beiden Gleichungen ergiebt 

' empfing also 20 . 34 M. 

680 Mark 
in deutschem Gelde. 



sich das Wertepaar s _ q ^ /' _ 
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y. Abschnitt. 

Quadratisches. 



§ 18. Quadrieren und Qaadratwnrzel-Ansziehnng. 

I. (a.b)2=a2.b2; II. (a:b)2 = a« : b«; 

III. (a + b)9 = a» + 2ab + b25 

IV. (a-b)3 = a3~2ab + b2. 

y. (a + b + c)2 = a2 + 2 ab +b8 + 2(a+b)c + c25 
Tl. (yq)^ = q (Erklärende Formol der Quadrat- 
wurzel) ; 
YII. y q^= q; VIII. yäTb = yä. ^F; 
IX. yäTb = ya:yb. 



Quadrieren heisst ^mit sicli selbst multiplizie- 
ren". Das Ergebnis nennt man „Quadrat". [Der 
Name stammt aus der Geometrie, wo gelehrt wird, dass 
man den Inhalt eines „Quadrats" findet, indem man die 
Masszahl seiner Seite mit sich selbst multipliziert und 
dem Produkte die entsprechende Flächeneinheit als Be- 
nennung giebt, also z. B. Meterquadrate oder Quadrat- 
meter sagt, wenn die Längeneinheit das Meter war.] 
Z. B.; Das Quadrat 

3 9 17 

von 14 ist 196, von -g- ist g-r, von l-^- ist I-q-. 

Das Quadrieren kann auch als ein Potenzieren mit 
dem Exponenten 2 aufgefasst werden (§ 23), z. B.: 
^ 7 



•^=«.(l)'=^.H)"= 

Die Formeln I und II folgen unmittelbar aus den 



1-9 



Gesetzen der Multiplikation, nämlich: 
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(a.b)2 = (a.b).(a.b) = (a.a).(b.b) = a2.b2, 
(a:b)'2=:(a:b).(a:b) = (a.a):(b.b) = a2:b2. 
Die Pormeln III. und IV., die schon in § 12 ab- 
geleitet sind, lauten in "Worten: 

III. Eine Summe wird quadriert, indem 
man zur Summe der Quadrate ihrer Sum- 
manden das doppelte Frodakt derselben addiert. 

IV. Eine Differenz wird quadriert, indem 
man Minuendus und Subtrahendus quadriert 
und von der Summe der erhaltenen Qua- 
drate das doppelte Frodakt ans dem Minnendas und 
Subtrahendus snbtrahiert. 

Ferner folgt aus den Gesetzen der Multiplikation 
die allgemeine Begel: 

Eine mehrgliedrige Summe wird qua- 
driert, indem man eine Summe aus den Qua- 
draten aller Glieder und ans allen möglichen dop- 
pelten Produkten Je zweier Glieder bildet, und zwar 
so, dass jedes Quadrat positiv wird, jedes 
doppelte Produkt aber positiv oder negativ 
wird, je nachdem die Glieder, aus denen es 
hervorgeht, gleiche oder ungleiche Vorzei- 
chen hatten. Z. B.: 

1. (a + b — c-d)2 = a2 + b2-f c2 + d2 + 2ab — 2ac 

--2ad — 2bc — 2bd + 2cd; 

2. (3a-4b+c)2=9a2+16b^+c2 — 24ab+6ac-8bc. 



"Wenn man in a2 = q nicht wie beim Quadrieren 
a als gegeben und q als gesucht, sondern umgekehrt 
q als gegeben und a als gesucht betrachtet, so entsteht 
die zur Quadrierung umgekehrte Operation, welche 
man Quadratwurzel-Ausziehung oder auch 
wohl nur Wurzelausziehung oder,giBti%4l®4)^(Ji ng 
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nennt. Man versteht also unter „Quadratwurzel aus q", 
geschrieben : 

y« 

die Zahl, welche, mit sich selbst multipliziert; q ergiebt. 
In der Formelsprache giebt dies 

(yq)2 = q (Formel VI.) 

Ebenso folgt aus der Erklärung der Wurzel- Aus- 
ziehung die Formel VIL Denn |/qp bedeutet die Zahl, 
die mit sich selbst multipliziert, q^ ergiebt, und dies 
ist q. Beide Formeln geben vereint den Satz: 

Quadrierung und Quadratwurzel- Aus- 
ziehung heben sich auf. Die Zahl, aus welcher 
die Wurzel gezogen wird, heisst Kadikandus. Z. B.: 
In y36 = 6 ist 36 der Radikand, 6 die Wurzel. Das 
Zeichen jT'ist entstanden aus dem kleinen lateinischen 
r, dem Anfangsbuchstaben des Wortes radiz (= Wurzel). 
Die Formel YIII und IX ergeben sich aus den ent- 
sprechenden Formeln I und II. für das Quadrieren. 
Nämlich : 

y^=yryb; weil ((/a:Vb)' = (l/^2.(yb)2 = a.b, 
ya:b=ya:yb, weil (Va;yb)2 = (ya)a:(yb)a=a:b, 

Ferner beachte man: 
y a'> + 2ab+"P' =:a + b; weil (a + b)2 = a« + 2ab + b^, 
yaa-2ab + V^ = a — b, weil (a~b)2 = a2-2ab + b2. 

Dass yä+b nicht gleich ya +yb ist, erkennt man 
daraus, dass (yä'+yb)a = a + 2yab + b ist, also um 
2yab grösser ist als a-f ^* 



1 



Die Quadrate der natürlichen Zahlen heissen Qua- 
dratzahlen. Die ersten 20 Quadratzahlen enthält die 
folgende Tabelle: 

Digitized byLaOOQlC 
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Da 



(t)'- 



12=1 -62 = 36 112=121 162=256 

22=4 72 = 49 122 = 144 172=289 

32=9 82 = 64 132 = 169 182=324 

42=16 92 = 81 142=196 192=361 

52=25 102=100 152=225 202=400 

a2 • . 

T^, SO ist jedes Quadrat entweder eine 

Quadratzahl oder der Quotient zweier Quadratzahlen. 
Deshalh hat yq vorläufig nur Sinn, wenn q eine Qua- 
dratzahl oder der Quotient zweier Quadratzahlen oder 
endlich ein Quotient ist, der sich durch Heben in den 
Quotienten zweier Quadratzahlen verwandeln lässt. Ist 
dies aber alles nicht der Fall^ so ist Vq eine sinnlose 
Wurzelform, der in § 19 und in § 20 Sinn erteilt wer- 
den wird. 

Daraus, dass IO2 die erste dreiziffrige, 10* die erste 
fünfziffrige Zahl u. s. w. darstellt, ergiebt sich, dass 
das Quadrat einer natürlichen Zahl ent- 
weder doppeltso viel Ziffern hat, als diese 
oder nur eine Ziffer weniger. Umgekehrt ist 
also die Quadratwurzel aus einer 

Iziffrigen oder 2zifirigen Zahl: Iziffrig, 
3ziffrigen oder 4zi£[rig6n Zahl: 2zifirig, 
5ziffrigen oder 6ziffrigen Zahl: 3zifi[rig, 
u. s. w. 
Zum Quadrieren einer zweiziffrigen Zahl kann For- 
mel III , einer dreiziffrigen Zahl Formel V benutzt 
werden. Die Formel V ergiebt sich aus III in folgen- 
der "Weise: 

(a + b + c)2 = [(a + b) + c]2=(a+b)2+2(a + b)c+c2 
= a2+2ab + b2+2(a+b)c + c2. 
Ebenso ergiebt sich: 

(a + b + c + d)8 = a« + 2ab 4- b24- 2 (a + b)c + c2 
Hr 2 (a + b + c) d + d2. ogt.ed by Google 
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Wie mit Hilfe dieser Formeln eine melirziffrige 

Zahl quadriert werden kann, zeigt folgendes Beispiel: 

Ausführlich: 

3642 ^ (a+b + c)2, wo a = 300 

a2 = 90000 b= 60 

2ab =36000 c:= 4 

b2= 3600 ist; 

2(a + b)c = 2880 

c^= 16 

132496 




132496 



Durch TJmkehrung des soeben besprochenen Ver- 
fahrens entsteht das Verfahren der Quadratwurzel- 
Ausziehung aus dekadisch geschriebenen Zahlen, wie 
folgendes Beispiel zeigt: 



Ausführlich: 




Abgekürzt: 


yi32496 = a + 
90000 =aa 


b-fc, wo 
a=300 


V13'24'96 = 364 
9 


42496 


b= 60 


42'4 


2a=600)36000=2ab 
6496 
3600=b« 


c= 4 
ist 


6)36 
36 
396 


2896 


289'6 


2(a+b) = 720) 2880=2(a+b)o 

16 
16=ca 


72) 288 
16 
2896 


Noch kürzer, da 2 
yi3'24 
9 


ab+b8=( 
'96 = 364 


2a+b)b ist: 



42'4 



66 ) 396 

289^6 
724)2896 
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Nabh derselben Methode findet man auch zu jeder 

beliebigen natürlichen Zahl die Quadratwurzel aus 

der nächst kleineren Quadratzahl. Z. B.: 

(a+ b + c)2 < 13'25'27 < [a + b + (c + 1)]^ wo 

9 a = 300 

' "425' l>= 60 



Also ist: 
demnach auch: 



66) 396 

2927 
724) 2896 
Eest: 31 

3642 < 132527 < 3652, 



c= 4 

ist. 



(36,4)2 < 1325,27 < (36,5)« 
(3,64)2 < 13,2527 < (3,65)« 
(0,364)2 < 0,132527 < (0,365)2 
Hieraus folgt der Satz: 

Jede ganze oder gebrochene Zahl, die kein 
Quadrat ist, lässt sich in zwei Grenzen ein- 
schliessen, die Quadrate von zwei gebroche- 
nen Zahlen sind, die sich nur um — , um :r^, 

um Tqöö ^^^^ überhaupt um einen beliebig 
kleinen Bruch unterscheiden. Soll dieser Bruch 
z. B. ÖQQQ ^^^ 2 die gegebene Zahl sein, so ist, wenn 
X die kleinere der beiden Grenzen bedeutet, anzusetzen : 



x2 < 2 < f X + JLV 
\ ^ 20007, 



woraus folgt: 

(2000x)2 < 8000000 < (2000x+ 1)2 
Man hat also die Wurzel aus der nächstkleineren 
Quadratzahl unter 8000003 aufzusuchen . und durch 

Diqitized bv VjOOQI» 
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2000 zu dividieren. Das Ergebnis ist dann die unterd 
Grenze. Es ergiebt sich: 

2828 
2000 X = 2828, also x = ^^ 

Daher : 

/2828\2 /2829\a 

UOOOJ <^^\2000J* 

So ist die Zahl 2 in zwei Grenzen eingeschlossen, 

die Quadrate von Zahlen sind, die sich nur um onö?J 

unterscheiden. 



Das Quadrieren und Kadizieren von entwickelten 
Buchstaben- Ausdrücken zeigen folgende Beispiele: 

1. (6p + 4q-r)2=36p2+48pq+16q2-2(6p+4q)r+ra 

= 36p2 + 48pq + 16q2-12pr-8qr + r2, 
also umgekehrt: 

y36p2 + 48pq+16qa — 12pr-8qr + ra = 6p + 4q-r. 
36pa 

48pq+16q2 
12p)48pq+16q2 



— 12pr~8qr+r3 
12p + 8q) — 12pr — 8qr+ra 

2. f 8x8 + 8x2 --10x+|-y= 64x6 _j. 128 x» + 64 x* 

-2(8x3+8x2) 10x+100x2+2(8x3+8x2-10x).|- + -|- 

= 64x6 + 128x5— 96 X* — 152x3 + 108x2 — 10x+^, 
Iso umgekehrt: .....v^oogle 
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1/64x8 + 128x5-96x4-152x3 ; 108x2- 10 x+-]^- 

= 8x3+8x2 — lOx+y. 

64 x« 

16x8) +128x6-9"6x* 

+ 128x5 + 64x4 



~ 160 x^ — 152 x3 + 108 x2 
16 x3 + 16 x2 ) — 160x4 — 160x3 + 100x2 ^ 

+ 8x3 + 8x2~-10x+j 
16x3 + 16x2 — 20x) -1-8x8+8x2 — lOx+Y 



Das Radizieren von Produkten und Quotienten ge- 
schieht zwar im allgemeinen nach den Formeln VIII 
und I X , z. B. ; 

yiÖ247l225 = yi024 . yi225 = 32 . 35 = 1120, 

. 32 

yi024:l225 = yi024 : yi225 = 32 : 35 = ^. 

Häufig kann man sich jedoch das Radizieren da- 
durch wesentlich vereinfachen, dass man in Faktoren 
zerlögt; und die gleichen Faktoren zu Quadraten zu- 
s amme nfa sst, z. B . : /324Ö0 = y4.81.l00 = 2.9.10 = 180, 
y2025 = y25T81 = 5 . 9 = 45. 

Ein Dezimalbruch kann nur dann ein Qaadrat sein^ 
wenn er eine gerade Anzahl von Dezimalstellen hat, 
weil der Nenner das Quadrat einer Potenz von zehn 
sein muss. Ein solcher Dezimalbruch wird also radi- 
ziert, indem man ihn^ abgesehen vom Komma, radiziert^ 
und im Ergebnis von rechts nach linksJyribiSÄ^ielSt^jg^ 
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abschneidet, als der gegebene Dezimalbrucli Stellen batte. 
Z. B.: yi;21 = l,l; yÖJÖ24 = 0,32, VÖ;0ÖÖ1S= 0,012. 



Da das Produkt -f- 9 nicht nur aus + 3 mal + 3, son- 
dern auch aus — 3 mal — 3 entsteht, so giebt es zwei 
Zahlen, deren Quadrate beide die Zahl-]- 9 ergeben. Des- 
halb ist die Quadratwurzel aus + 9 sowohl + 3 als auch 
— 3. Ebenso folgt aus: 

x.x = 16 sowohl x= + 4, als auchx= — 4; 

x.x=-^ sowohl x=-f-"ö"? als auch x = — — • 

x.x = a2 — 2ab-|-h* sowohl x = a — b, als auch 
x=b — a. 

Man darf daher aus x^ = a^ nicht ohne 
weiteres x = a schliessen^ sondern muss 
schliessen, dass x entweder gleich 4~ & oder 
gleich — a ist. 

IJm die beiden "Werte, welche bei einer Quadrat- 
wurzel-Ausziehung entstehen, recht deutlich hervortreten 
zu lassen, setzt man vor das Wurzelzeichen das Doppel- 
zeichen + (gelesen: „plus cdar minus"), so dass das 
Wurzelzeichen an sich immer nur den posÄiven Wert 
bedeutet. Z. B.: 

Aus x2^324 folgt x = + V324 = + 18; 

12+V12T=:12 + 11, also entweder 23 oder 1; 

aber 12+ ym soll nur 12 + 11, also 23 bedeuten. 

Da die Quadratwurzel -Ausziehung immer zwei 
Werte liefert, so nennt man diese Rechenart doppel- 
deutig. Im Gegensatz hierzu bezeichnet man die im 
ir. und HI. Abschnitt behandelten Rechnungsarten als 
eindeutig. Es giebt nämlich immer nur eine ein- 
zige Zahl, welche gleich a + b, gleich a — b, gleich a . b, 
gleich a : b ist. [Ausgenommen sind die^i^J^Jbespro* 
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dienen vieldeutigen Zeichen 0:0;0.Qo, ooroo, oo — oo.] 
Aus dieser Eindeutigkeit entsprangen die Sätze, welche 
aussprachen^ dass Gleiches mit Gleichem, durch Addition^ 
Subtraktion u. s. w. verknüpft, wiederum Gleiches liefern 
muss. Da die Quadratwurzel-Ausziehung aber doppel- 
deutig ist, so muss der jenen Sätzen hier entsprechende 
Satz folgendermassen lauten: 

Die Quadratwurzel-Ausziehung zweier 
gleicher Zahlen liefert entweder zwei gleiche 
Zahlen oder zwei Zahlen^ die sich nur durch 
das Vorzeichen unterscheiden. 

Dadurch; dass man bei der Quadratwurzel- Aus- 
ziehung zweier gleicher Zahlen auf gleiche Ergebnisse 
schliesst, beruhen Trugschlüsse, wie der folgende 
sogenannte Beweis, dass 11 = 5 ist, zeigt: 

Es ist 11 + 5 = 2 . 8, also auch, wenn man mit 11 — 5 
beiderseits multipliziert 11« •— 5^ = 2 . 8 . 11 — 2 . 8 . 5, 
woraus folgt: 

112—2.8.11 = 52 — 2.8.5 
oder; nachdem 8« beiderseits addiert ist, 

112—2.11.8+82 = 52 — 2.5.8 + 82. 

Nun steht links das Quadrat von 11 — 8, rechts 
das von 5 — 8. Also ist 11 — 8=5 — 8 oder, indem 
8 beiderseits addiert wird, 11 = 5. 

Da aus keiner der bisher definierten Zahlen durch 
Quadrieren eine negative Zahl entstehen kann, so muss 
die Quadratwurzel aus einer negativen Zahl zunächst 
als sinnlos gelten. Doch wird § 20 solchen Quadrat- 
wurzel-Formen Sinn erteilen. 
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§ 19. Irrationale Zahlen. 

(]/a)3=a, wo a posItiT, aber kein Qaadrat Ist 



Anch wenn a kein Quadrat ist, soll ^cT eine 
Wurzelform sein, deren Quadrat genau gleich a ist. 
Indem derartige Wurzelformen auch als Zahlen be- 
trachtet werden, wird der Zahlbegrifif von neuem er- 
weitert. (Vgl. § 7 und § 11). Z. B.: ff ist die Zahl, 
deren Quadrat 7 ist. Wiederholt man bei der neu ge- 
wonnenen Zahlform die Erörterungen, die in § 7 zu 
den negativen, in § 11 zu den gebrochenen Zahlen 

führten, so erhalten dadurch auch — /a und -t- Sinn, 

nämlich — ya^+ '}f^= und -7=* • }[& = 1. Da die in 

§ 18 besprochenen Gesetze einzig auf der erklärenden 
Formel (ya)3=a beruhen, so gelten diese G esetz e auch 
für die neuen Zahlformen, z. B.:j/7.y^=y7.5=y35^ 

y7öD=y7.ioo=yioo.y7=iqy7. 

Nach der Erklärung ist yi9 die positive Wurzel 
der Gleichung x2 = 19. Setzt man in diese Gleichung 
x=4, so ergiebt sich Kleineres, setzt manz = 5, so 
ergiebt sich Grösseres. Deshalb überträgt man die 
Begriffe „grösser" und „kleiner" auch auf die neue Zahl- 
form, und sagt, dass yi9 zwischen 4 und 5 liegt, 
obgleich man eigentlich nur meint, dass 4* < 19 < 5^ ist. 

In § 18 wurde gezeigt, wie jede positive, ganze 
oder gebrochene Zahl, die kein Quadrat ist, in zwei 
Grenzen eingeschlossen werden kann^ welche Quadrate 
von Zahlen sind, die sich nur um einen beliebig 
kleinen Bruch unterscheiden. Folglich lassen sich 
für die Quadratwurzel aus einer Zahl, die kein Quadrat 
ist, die Grenzen beliebig nahe bringen. Soll z. B. bei 
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yiO der TJnterscliied der Grenzen t^f^ "betragen, so 
Bucht man nach § 18 die Zahl x, welche die Bedingung 
x2<10< (x+TQQg) erfüllt,findet x= 3,162 und daraus: 

3,162 < yiÖ < 3,163. 

Hieraus ergiebt sich der Satz: 

Die Quadratwurzel aus einer Zahl, die 
kein Quadrat ist, lässt sich zwar nicht gleich 
einer gebrochenen Zahl setzen^ wohl aber 
in zwei Grenzen einschliessen, die gebrochene 
Zahlen sind, und deren Unterschied beliebig 
klein gemacht werden kann. 

Zahlformen, welche die eben genannte Eigenschaft 
besitzen^ heissen irrationale Zahlen, zum Unterschied 
von den ganzen und gebrochenen Zahlen, die man 
rational nennt. Den Charakter der irrationalen Zahlen 
haben nicht nur die hier gewonnenen Quadratwurzel- 
formen, sondern auch noch manche andere Zahlformen 
(vgl- § 24 u. § 26). Auch die Zahl, welche für jeden 
Kreis angiebt, wievielmal so lang seine Peripherie ist 
als sein Durchmesser, ist irrational, ohne gleich der 
Quadratwurzel aus einer ganzen oder gebrochenen Zahl 
zu sein. 

Eine irrationale Wurzel kann sowohl nach der Art 
ihrer Entstehung, z. B. /5^ als auch numerisch an- 
gegeben, d, h. gleich einer__ihr nahen rationalen 
Grenze gesetzt werden, z. B. J^ 5 = 2,23607. 



Der in § 7 eingeführte Begriff der negativen 
Zahl ist schon ob&K ^"^^ irrationale Zahlen übertragen. 
Sind solche negativ, io lassen sie sich in negative ra- 
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tionale Grenzen einschliessen. So folgt aus x^ = 8 so- 
wohl x= + /8"= + 2,828 als auch x = — y8 = — 2,828. 

Durch Anwendung der Bechnungsarten erster und 
zweiter Stufe, sowie der Quadratwurzel-Ausziehung auf 
irrationale Zahlen gelangt man immer wieder zu irra- 
tionalen Zahlen, falls die Eadikanden der Quadrat wurzeln 
nie negativ sind, z. B.: f2 . f8 = flß = 4:] ^2 — y2 
= 0,765 ; f5 + /F= 3,9681. 

lieber das Bechnen mit Quadratwurzel-Formen sei 
noch folgendes bemerkt: 

1. Bei yii lässt sichjedermehralseinmal 
in a vorkommende Primfaktor vor dasWur- 
zelzeichen setzen, z. B.: )/45 = V 9 . 5 = 3 . /5^ 
}^=/2*:38=:/(22)2.3a.3==23.3./3=12V3^ 

3. Umgekehrt lässt sich der Koeffizient 
einer "Wurzel unter das Wurzelzeichen bringen, 
z. B.: 3 f^l3 = 1/3233"= yilT] 

3. Einen Quotienten, dessen Divisor eine 
irrationale Quadratwurzel ist, pflegt man 
durch Erweitern so umzugestalten, dass der 
Divisor rational wird, z B.: 

2/6 2f6.V22 2y2)/3l/2yll 2 .^ 
^22"" 22 "" 22 "11 ' 

^ r/175 _ 8 if267T __ 8 5 i/X=,2 ff.Vn. 
157 176~15'Kl6.11~15"4"|'ll 3 ' (^11)* 

4. Aus demNenner eines Bruchei^ pflegt 
man Quadratwurzeln auch dann fortzu- 
schaffen wenn diesell^en Tqile einer Summe 
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oder einer Differenz sind. Es gelingt dies ver- 
mittelst der Formeln (a + /b)(a — }/1^ = a2 — b und 
(1^+ fb)(l/S"— /b)=:a — b. Z.B.: 

7-/3 49 — 3 2 2 "^2'^'^' 

6}/l5-2/3 ^ (6}/l5-2/3) (4y3 + >^l5) 
4/3 — Vl5 48 — 15 

72 /5 + 90 — 24 — 6/5 66 + 66/5 



33 33 



2+2y5: 



§ 20. Imaginäre Zahlen. 
(/ä)2 = a, wo a negatir ist« 
/=n5=/=^./b = i/5; — /=T5=— /=l./b=~i/r; 
12 = -1 und (-i)2 = — i. i8 = -i, 14 = + 1. 



Auch wenn a negativ ist, soll /a eine "Wurzel- 
form sein, deren Quadrat genau gleich a ist. Indem 
derartige Wurzelformen auch als Zahlen betrachtet 
werden, wird der Zahlbegriff von neuem erweitert (vgl. 
§ 7, § 11, § 19). Z. B.: V^^^ist die Zahl, deren Qua- 
drat — 9 ist. Dies ist nicht etwa + 3 oder — 3, denn 
beide geben, quadriert, die Zahl + 9. Die hiermit neu 
gewonnenen Zahlen heissen imaginär im Gegensatz 
zu allen bisher delinierten Zahlen, einschliesslich der 
irrationalen Zahlen, welche reell heissen. Um deutlicher 
hervortreten zu lassen, dass der Radikand negativ ist, 
nennen wir ihn — b, wo nun b positiv zu denken ist. 
Da V — b eine Zahl ist, für deren Quadrat man — b 
setzen soll, so ist / — b eine Wurzel der Gleichung 
X.x= — b, Diese Gleichung bleibt aber ungeändert, 
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wenn man — x statt x setzt. Deshalb hat man die 
zweite Wurzel der Gleichung x . x = — b mit — ]/ — b 
zu bezeichnen, wenn man die erste mit +y — b bezeich- 
net hat. 

Die neu eingeführten Zahlen kann man allen Eech- 
nungsarten und Gesetzen der Arithmetik unterwerfen, 
so lange man nicht gegen die Vorschrift verstösst^ dass 
man — b für (+ )/^=~b)8 und auch für (— V^^^« setzen 
soll. Namentlich beachte man in dieser Hinsicht die 
beiden folgenden T iimeln, in denen b und c positiv 
zu denken sind: 

I. (+y=b) . (+yHF^)=+y=¥^ 

IL (+icrb) . (+yir^)=-yqrF7. 

Tim die Richtigkeit von I, zu erkennen, betrachte 
man +y — b als eine Wurzel der Gleichung x* = — b 
und +V+C als eine Wurzel der Gleichung y2 = -f c. 
Durch Multiplikation beider Gleichungen erhält man 
(xy)^ = — bc, woraus für x.y entwe der -fV — ^o 
oder — y — bc folgt Da + V-— b und + V+c" eindeutig 
waren^ so kann auch das Produkt beider nur einen 
einzigen Wert haben, wenn man auch bei imaginären 
Zahlen an der Eindeutigkeit der Multiplikation fest- 
halten will. Welchen von den beiden gefundenen 
Werten man zu wählen hat, entscheidet am besten der 
specielle Fall c = 1. Dann kommt 

Wenn man demnach auch für imaginäre Zahlen den 
Satz aufrecht erhält, dass eine Zahl durch Multipli- 
kation mit 1 unverändert bleibt, so ergiebt sich +y— b. 
Damit ist I. bewiesen. 

Um die Eichtigkeit von II. zu erkennen, verfährt 
man ähnlich, indem man x^= — b, y2 = — c setz t und 
aus x^ y« = + b c findet, dass x y entweder gleich -f V+ b c 
oder gleich — y+Fc ist. Die Entscheidung ergiebt sich 
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dann, indem man speciell c = b setzt und beachtet, dass 
V — b . i — b ein Produkt ist, das nur gleich — b ge- 
setzt werden darf, weil man sich durc h die Definition 
()/Zrb)a=_b verpflichtet hat, )C:b.y^=Tb'=— b zu 
setzen. 

Aus der umgekehrt gelesenen Formel I. ergiebt sich 
für b = l, dass +]Cr5 = (-f-yiri) .(+V^ ist, woraus 
auch — yiT^ = (— yZIi) . (-f- fo) folgt. Hieraus folgt 
der Satz: 

Jede imaginäre Zahl ist gleich dem Pro- 
dukte einer reellen und zwar positiven Zahl 
mit der Zahl +y^=T oder mit der Zahl— ]^^==T. 
Deshalb nennt man + V — 1 und — V — 1 die imaginären 
Einheiten und gebraucht für dieselben besondere Zeichen, 
nämlich + i und — i, Z. B. : 

y ^= y=i.yi=i.y4=2i; 



-y-f=-'yl=-T'ff 



Das Eechnen mit imaginären Zahlen bietet gar 
keine Schwierigkeit, wenn man jede derselben als posi- 
tives oder negatives Produkt von i und einer reellen 
Zahl aulfasst, mit i wie mit einem beliebigen Buch- 
staben rechnet, aber immer dabei beachtet, dass (+i)2 
= — 1 und (-r-i)2 = — 1 zu setzen ist. Z. B.: 
(3.y=5)(2y2Ö) = 3if5".4.y5"=60i; 

(3.y=^)(2V— 20) = 3i>^5.4if5'=60i2= — 60; 
(}Cri)8=i3=i2.i==(_l).i = _-i; 

(l^=l)*=i* = i2.ia = (-l)(-l) = + l; 

i5 = i*.i = (+l)i = + i, 

i6=i4.i2 = i2^__l^ 

1*^= — i, i^=+l u. s. w. 
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Sind a und b reell, so ist die Gleichung ia=b 
nur möglich, wenn a und b null sind. Denn aus i a = b 
folgt durch Quadrieren i2a^ = b2 oder — a^^b^, eine 
Gleichung, auf deren . rechter Seite eine reelle Zahl 
steht, die nicht negativ sein kann, und auf deren linker 
Seite eine reelle Zahl steht, die nicht positiv sein kann. 
Die Gleichung enthält also nur dann keinen "Wider- 
spruch; wenn a und b beide null sind. Folglich gilt 
der Satz: 

Das reelle Zahlengebiet und das ima- 
ginäre Zahlengebiet haben nur die Zahl 
Null gemeinsam. 

Wenn man Zahlen, die reell oder imaginär sind, 
durch Multiplikation oder Division verknüpft, so ge- 
langt man immer wieder zu Zahlen, die reell oder ima- 
ginär sind. Denn: 

a(ib)=i(ab); (ia)(ib)=— ab; 

a:(ib) = ia:(i2b)=-— i(a:b),'ia:(— b)=— i(a:b)| 

ia:( — ib)= — (a:b). 

Ebenso führt die Addition und Subtraktion von 
zwei Zahlen, die beide imaginär sind, stets zu einer 
imaginären Zahl^ nämlich: 

ia + ib = i(a + b)j ia — ib = i(a — b). 

"Wenn man aber zwei von null verschie- 
dene Zahlen, von denen die eine reell, die 
andere imaginär ist, durch Addition oder 
Subtraktion mit einander verknüpft, so ge- 
langt man zu einer Zahlform, von der sich 
nachweisen lässt, dass sie weder reell noch 
imaginär ist. Denn wäre a + ib=^r, wo r reell ist, 
so müsste i b = r — a, also nach dem obigen Satze b = 
sein, was der Voraussetzung widerspricht. Ebensowenig 
kann a + ib rein imaginär, also etwa gleich ir sein. 
Denn dann müsste a=i(r — b), also a null sein, was 
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Dicht 'der Fall sein soll. Die so neugewonnene Zahl- 
form a + ib nennt man imaginär-komplex oder 
kurz komplex. Oft nennt man auch die komplexen 
Zahlen imaginär und kennzeichnet diejenigen^ bei denen 
a null ist^ die also von der Form ib sind; als rein- 
imaginär. 

Die Zahlform a+ib, wo a und b beliebige 
positive oder negative, rationale oder irra- 
tioujale Zahlen oder auch null sind, ist die 
allgemeinste Zahlform, auf welche die Ge- 
setze der Arithmetik führen; sodass auch die 
im- VI. Abschnitt behandelten Rechnungsarten dritter 
Stufe auf keine neuen oder noch allgemeineren Zahlen 
führen. Mit a + ib sind also die in § 7, § 13, § 19 
ermöglichten allmählichen Erweiterungen des Zahlbe- 
griffs zum Abschluss gelangt. 

Wenn zwei komplexe Zahlen a + ib und a' + ib' 
gleich sind, so fliessen daraus zwei Gleichheiten zwi- 
schen reellen Zahlen, nämlich sowohl a»=a' Bis auch 
b=V. Dennausa+ib = a'+ib' folgt a — a'=i(V — b). 
Nun haben aber das reelle und das imaginäre Zahlen- 
gebiet nur die Zahl Null gemein, also muss a — a' und 
b' — b null sein, d. h. a=a' und b=V, 

Dass man beim Rechnen mit komplexen Zahlen 
dur^sh Anwendung der bisher definierten Rechnungsarten 
immer wieder auf komplexe Zahlen stösst, zeigt fol- 
gende TJebersicht: 

1. Addition: (a + ib) + (c + id) = a + c + i(b + d); 
r 2. Subtraktion: (a+ib)-(c+id)z=a--c+i(b- d); 

3. Multiplikation: 

(a + i b) (c + i d) = ac — bd + i(ad + bc); 

4. Division: 

a + ib _ (a + ib;(c — id) ac + bd ,bc — ad 
c + id "" c2 — i^dä ~ ~^^W ^ ^ 'W+¥''* 
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5. Quadrierung : (a + ib)2 = a2 — b2-|-i,2ab; 



6. Kadiziening : /r+TF= l/~ + A.l/ ^2 + b2 

Von der Richtigkeit der letzten Formel überzeugt 
man sich dadurch^ dass man ihre rechte Seite quadriert; 
wodurch man durch Vereinfachung a^t^ib findet. 



§ 21. Qaadratisehe Gleiehnngen mit einer 
Unbekannten. 
Wenn x« + ax + b = igt. 



Bein-qaadratisch heisst jede Gleichung^ welch e 
sich auf die Form ex2 = f bringen lässt. Ihre Lösung 

f 
besteht im Radizieren (§ 18) von — . Ihre Wurzeln 

heissen also + 1/ — und — V — . 

Gemischt-quadratisch; allgemein-quadratisch 
oder auch nur quadratisch heisst jede Gleichung^ welche 
sich schliesslich auf die geordnete Form 

x2 ^_ äx + b = 
bringen lässt, wo a und b, die beiden Koeffizienten der 
Gleichung, bekannte Zahlen sind. Ihre Lösung besteht 

darin, dass man b transponiert, beiderseits l-^J addiert, 

a 
wodurch man links das Quadrat von x+ "ö erhält, dann 
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radiziert, und endlich + -^ transponiert. So ergiebt sich 

die in der Uebersohrift genannte Formel, die zwei 
"Werte von x liefert. Z. B.: 

llx — 19 7~-x _ 
X — 1 x+l~^ 
giebt durch Vereinfachung zunächst: 

6x3— lex — 6 = 0. 
Daraus folgt die geordnete Form: 

x2 - ^x - 1 = 0, 
woraus durch Anwendung unserer Formel sich ergiebt: 



'j±y- 



9 ^^ 3 =^[/ 9 3^3' 



also X entweder gleich + 3 oder gleich ^, Beide 

Werte befriedigen die gestellte Gleichung. Die beiden 
Werte von x, die man aus einer quadratischen Gleichung 
erhält, nennt man auch ihre Wurzeln, 



Unterscheidet man die beiden Wurzeln einer qua* 
dratischen Gleichung dadurch, dass man sie xi und X2 
nennt, so hat man: 

Addiert man nun xi und xg, so erhält man: 

xi + X2 = -^--|- = --a; 
Multipliziert man xi und X2, so kommt: 
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Piese Eesultate heissen in "Worten: 

1. Die Summe der beiden Wurzeln einer 
quadratischen Gleichung ist gleich dem mit 
minus eins multiplizierten Koeffizienten 
von X in ihrer geordneten Form. 

2. Das Produkt der beiden "Wurzeln einer 
quadratischen Gleichung ist gleich dem von 
X freien Gliede in ihrer geordneten Form* 

So ist bei dem obigen Zahlenbeispiele 

xi + X2 = 3 — -g- = *^ und Xi.X2 = 3.f--yj=: — 1. 

' Setzt man umgekehrt in x^ + ax+b' den Koeffizi- 
enten a = — (xi + X2) und b = -|- xi X2, so erhält man : 
x2 + ax + b = x2 — X(X1 + X2) + X1X2 = (X — xi)(x — X2). 

Diese Formel lehrt, wie man einen quadrati- 
schen. Ausdruck x2 -]- ax -j- b in zwei Faktoren 
ersten Grades, nämlich x — xi und x — X2 zu zerlegen 
hat. Um z. B. x^ — 16x-j-39 in zwei Faktoren zu zer- 
legen, setzt man x^ — 16x + 39 = 0, l<5sst die erhal- 
tene Gleichung und setzt die gefundenen Wurzeln in 
(x — xi) (x — X2) für XI und X2 ein. Da die Wurzeln hier 
13 und 3 sind, so muss x2 — 16x4-39 = (x — 13)(x — 3) 
sein. Hat x^ einen andern Koeffizienten als 1, so hat 
man denselben vorher abzusondern, z. B.: 

3x2-17x+20=3(x2-?Jx + ^j=3(x~4)(x— I) 

=:(x — 4)(3x — 5). 



Die Wurzeln einer quadratischen Gleichung können 
auch irrational werden. Z. B. liefert die Gleichung 
x2 — 10 X + 23 = die Wurzeln x = 5 + f2 = 6,414 oder 
3,586. Auch können die Koeffizienten selbst schon 
irrational »ein. Z. B. liefert die Gleichun|^ ^"^^X^ — ^ 
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= die Wurzeln — f3± 2 = + 0,268 oder — 3,732. 
Wenn die Koefl&zienten einer quadratischen Gleichung 
reell sind, so könnten trotzdem die beiden Wurzeln 
komplexe Zahlen werden. Dann aber müssen sie 
konjugiert-komplex sein, d. h. sich nur durch 
das Vorzeichen der imaginären Einheit i unterscheiden, 
z. B. liefert die Gleichung x^ — 6x-|-14=0 die Wurzel 
3 + i]/5"=:3 + i.2,236 oder 3 — i. 2,236. 

Aus der Gestalt der Formel x = — — +yl—-\ — ^ 

ergiebt sich, dass die Wurzeln der quadratischen Glei- 

/ a \2 
chung x- + ax-|-b = reell sind, wenn I— J >b ist, 

reell und einander gleich sind, wenn I — 1 = b ist, kon- 

/a\2 . 

jugiert-komplex sind, wenn 1-;^ I < b ist. 

Aus den Beziehungen zwischen den Koeffizienten 
und den Wurzeln einer quadratischen Gleichung, wo- 
nach b = Xi . X2, a = — (xi + Xg) ist, folgen für den Fall, 
dass a, b, x^, Xg reell sind, folgende Sätze: 

1. Ist b negativ, so ist die eine Wurzel 
positiv, die andere negativ. 

2. Ist b positiv, so sind die Wurzeln ent- 
weder beide positiv oder beide negativ, je 
nachdem a negativ oder positiv ist. 



Für die praktische Lösung von Gleichungen, die 
sich auf quadratische Gleichungen zurückführen lassen, 
ist folgendes zu beachten: 

1. Gleichungen vierten Grades, die ausser einem 
von X freien Gliede nur x* und x* enthalten, werden 
gelöst, indem man x^ als Unbekannte b^i^^c^lg^Q^. B,: 

Schubert, Arithmetik und Algebra. b 
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X* - 10x2 — 96=0ergiebt(x2)i=:+16,(x2)a=— 6, woraus 
für X vier "Werte hervorgehen, nämlich x^ = + 4, Xg = — 4, 

x3=+if6;x4=— i/e: 

2. Symmetrische Gleichungen vierten Grades, 
d. h, Gleichungen von der Form x*+ax8-|-bx2-f-ax+l 
= oder x^+ax^ + bx^ — ax-|-l=0, werden dadurch 

gelöst, dass man die neue Unbekannte y=x+ — oder 

y = x einführt. Z.B.: 4x*— 25x8+ 42x2— 25x 

+ 4 = ergiebt 4 (x^+^j — 25 fx + |-W 42 = 0. 

Setzt man nun x+ — = y, also x^ + -j + 2 = y^, so er- 
hält man: 

4 (y2— 2)--25y + 42=:.0, 

woraus yi = 4 -j-, y2 = 2 sich ergiebt. Daher muss einer- 
seits X + — =4-Ti andrerseits x + — =2 sein, woraus 

' X 4' X ' 

folgt : Xi = 4, X2 = -j-, X3 = 1, X4 = 1. Da eine symme- 
trische Gleichung sich auf die Form 

a(z«+^)+b(x+4-) + C=0 

bringen lässt, und diese Form durch Vertauschung von x 

1 . . a 

und + — in sich selbst übergeht, so muss, wenn x = -,-- 

Wurzel einer symmetrischen Gleichung ist, dies auch 

X = H sein. 

-^ a 

3. Wurzeln, unter denen die Unbekannte vor- 
kommt, müssen zunächst durch Transponieren isoliert 
werden^ dann erst muss quadriert werden. Z. B. : 
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a) 18 — 3 Vx = X ergiebt zunächst 18 — x = 3 Yx, 
woraus durch Quadrieren folgt: 324 — 36x + x^ = 9x 
oder x«— -45 x + 324 = 0, alsoxi = 36, X2 = 9. Durch 
Einsetzen erkennt man, dass nur x = 9 die gegebene 
Gleichung befriedigt , während x = 36 die Gleichung 
18+3 Vx = ^_erf üllt^ 

b) y2x + 3 — yx + l=yx — 2 ergiebt zuerst: 
2x+3— 2 y(2x + 3)(x+ l)+x + l = x — 2 oder; 
2x + 6= 2y2x3 + 5x + 3oderx+3 = y2xa + 5x + 3, 
oder quadriert: x2 + 6] x + 9 = 2 x« -f 5x + 3, wo- 
raus Xi = + 3, X2 = — 2 folgt. Die Einsetzung von 
x=-|-3 ergiebt, dass x = 3 Wurzel der ursprünglich 
gegebenen Gleichung ist, während x = — 2 die Gleichung 
y 2i"+ir+ Y^+l= V T^^ erfüllt. 

4. Wenn beide Seiten einer Gleichung einen gemein- 
samen, X enthaltenden Faktor besitzen, so zerfällt 
die Gleichung in zwei Gleichungen. Die eine entsteht, 
indem man jenen Faktor gleich null setzt, die andere, 
indem man den Faktor überall f ortlässt. Z. B. : (x^ — 4) x 
= (x — 2) (x + 5) ergiebt einerseits x — 2 = 0, also x^ = 2, 
andrerseits (x + 2)x=x-|-5 oder x^-j-x — 5 = 0, wo- 
raus X2=—^+-i-|/21, x3=--i---i-|/2r folgt. 

Bei symmetrischen Gleichungen fünften Grades er- 
scheint x — 1 oderx + 1 als gemeinsamer Faktor. Z.B.: 
4x5 — 21x4 + 17 x»+17x2 — 21x + 4 = ergiebt zuerst 
4(x5 + l) — 21x(x8 + l) + 17x2(x+l) = 0. Da jedes 
Glied durch x + 1 teilbar ist (§ 12), so erhält man 
x + l=:0, d, h, Xi = — 1 und ausserdem: 

4(x*-x8 + x2-x+l)-21x(x2~x+l) + 17x2=0, 
woraus durch Vereinfachung die oben gelöste symme- 
trische Gleichung vierten Grades entsteht, sodass 

Xj = 4, xg = -^9 X4 = 1, Xß = 1 herauskommt, 
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118 Quadratisches. 

Bei den eingekleideten quadratischen G-Iei- 
chungen ist dasselbe zn beachten^ wie bei den einge- 
kleideten Glei-chungen ersten Grades (§ 16). Von den 
beiden "Werten aber, welche man aus der arithmetisch 
ausgesprochenen Gleichung immer erhält^ giebt nicht 
immer jeder eine Antwort auf die in "Worten gestellte 
Frage. "Wenn z. B. x eine Anzahl Personen bedeutet, 
so kann nur ein positiv-ganzzahliger "Wert von x die 
gestellte Frage beantworten* Es sei z. B. die folgende 
Aufgabe gegeben: 

„Nachdem bei einem Diner ein Toast gehalten ist, 
stösst jeder mit jedem andern an. Man hört 120 mal 
Gläser zusammenklingen. Wie viel Personen nahmen 
an dem Diner teil?" 

Ist X die gesuchte Zahl, so erhält man, da jeder 
mit X — 1 Personen anstösst, ein Anstossen des A mit 
B und des B mit A aber als nicht verschieden gilt| 
den Ansatz: 

Yx(x — 1) = 120 oder x2—x — 240=0, 

woraus Xi = -|-16, X2 = — 15 sich ergiebt. Der "Wert 
X2 = — 15 ist für die vorliegende Einkleidung unbrauch- 
bar. Die Antwort lautet also eindeutig: „Es nahmen 
16 Personen teil", 

§ 22. Quadratische Glelchangen mit mehreren 
Unbekannten. 

"Wenn zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten ge- 
geben sind^ so hat man daraus eine einzige Gleichung 
mit nur einer Unbekannten abzuleiten, diese zu lösen, 
und aus den erhaltenen Wurzeln die gesuchten Unbe- 
kannten zu bestimmen. Sind die ursprünglich gegebenen 
Gleichungen beide allgemeine Gleichungen zweiten Gra- 
des zwischen x und y, also jede von der ,Porn 
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ax2 + bxy + cy2 + dx+ey + f = 0, 
so hängt die Auffindung der "Werte der Unbekannten 
im allgemeinen von der Lösung einer allgemeinen 
Gleichung vierten Grades ab; die also die Form hat : 
Ax4+Bx3 + Ox2 + Dx+E = 0. 
In besonderen Fallen jedoch gelingt es, die Auf- 
findung der Werte der Unbekannten von der Lösung 
einer oder mehrerer Gleichungen zweiten Grades ab- 
hängig zu machen. Von diesen Fällen sind die fol- 
genden am wichtigsten. 

1. Die eine Gleichung ist ersten Grades. 
Tu B.: 

/4x+y = 6 
\2x2 — xy + y2 = x + 3. 
Man drückt vermittelst der Gleichung ersten Grades 
die eine Unbekannte durch die andere aus, hier y == 6 — 4x, 
und setzt den erhaltenen Ausdruck in die andere Glei- 
chung ein. Dadurch kommt hier: 

2x2 — (6 — 4x)x + (6 — 4x)2 = x + 3 

oder: 22x2 — 55x + 33 = oder x2 — -^x+|- = 0, wo- 

raus folgt: 

XjL = 1 und X2 = 1-^1 woraus durch Einsetzung in 

die Substitutionsgleichung folgt: yi = 2, y2 = 0. Mau 
erhält also zwei Wertepaare: entweder x=l und y = 2 

oder x = l-2-, y = 0. 

2. Aus den beiden gegebenen Gleichungen 
entsteht durch Elimination der quadrati- 
schen Glieder eine dritte Gleichung, die 
vom ersten Grade ist und mit irgend einer 
der gegebenen Gleichungen zu verbinden 
ist^ wodurch Fall 2 auf Fall 1 zurückge- 
führt ist. Z. B.: Dgtzedby^^OOgle 
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f3xy + x~-5y = 5 
\x(y + l) = 8 
Dadurcli, dass man die zweite Gleichung mit 3 multi- 
pliziert, dann von der ersten subtrahiert, wird das 
quadratische Glied xy eliminiert. Dann kommt: 

J19 5y 

— 2x — 5y = — 19, also x= — ^ » 

daher durch Einsetzung: 

(19 — 5y)(y + l)=16 oder 5y2 — 14y— 3 = 0, 

woraus yi = 3, ya = — -r folgt, was mit x^ = 2, Xg = 10 

zu verbinden ist. 

3. Die Einführung einer neuen Unbe- 
kannten bewirkt, dass die eine Gleichung 
nur noch diese, also eine einzige Unbe- 
kannte, enthält. Namentlich gilt dies, wenn diese 
Gleichung homogen ist, d. h. nur quadratische Glieder 
enthält. Z. B.: 

rx8-~3xy + 2y2 = 
\x2 + ya+10 = 7x+5y. 

Man dividiert die erste Gleichung durch y^, setzt 

— ==t und erhält: 

y 

t2 — 3t+2 = 0, also ti = l, t2 = 2. 
Nun setzt man einerseits — = 1, alsox = y, andrer- 
seits— =2, also x = 2y in die andere Gleichung ein. 

Dann kommt: 

2y2_i2y+10=0 und 5y2- 19y+10 = 0, 

19 1 / 
also: yi = 5, ya = l sowie y34= jj^ + j^l/l61. Die zu- 
gehörigen Werte von x folgen aus x= y bez w. x = 2y^ 

19 1 / 

also Xi = 5, X8 = l und X5,4 = y± g-l/lOiNOOgle 
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4. Die Einführung mehrerer neuer Un- 
bekannten vereinfacht das gegebene Glei- 
chungssystem. Namentlich beachte man, 
dass, wenn man x + y = s, x — y = d, x^-f y2 = q, 
xy=p setzt, zwischen s, d, q, p die Gleichungen 
bestehen: 

s^ = q + 2 p 
d2 = q-.2p. 

Kann man vermittelst dieser undderge- 
gebenen Gleichungen s und d bestimmen, so 

ist das Ziel erreicht, da x=— (s+d), y = -^(s — d) 

ist. Z. B.: 

rx2 + y2 = x + y + 8 
^ \ xy=x+y+l 

Durch Einsetzung der neuenUnbekannten erhält man : 

lp = s+l 
Dazu gesellt sich 82 = q + 2p. Also kommt durch 
Elimination von q und p: 

82 = 8 + 8 + 2(s+l) oder s2--3s — 10=0, 
woraus Si = 5, 82= — 2 folgt, daraus q^ = 13, qa = ^ 
Pi = 6, Pa = — 1. Benutzt man nun, dass d2 = q — 2 p 
ist, so kommt (d2)i = 1 und (d^)^ = 8. Man hat also 
s = 5mit d = +l ^^^*^sserdems = — 2 mit d = + 2/2 
zu verbinden. So erhält man die vier "Wertepaare: 

rxi= 3[2[-l + }/2 -1-1/2 
\yi= 2|3|-l-y2 -I + /2 
'x + xy+y = 19 
\x2 + x2y2 + y2=169. 
Trotzdem die zweite Gleichung vierten Grades ist, 
gelingt die Lösung mit Hilfe quadratischer Gleichungen. 
Man erhält nämlich: 

• Digitized by Vj OOQ IC 



b) 



120 



Quadratisches. 



!s + p = 19 
q+p2=i69 
c«^. K^^^rj =(169 — p2) + 2p 

oder: 2p2--40p + 192 + 0, 

also pi = 12, pa = 8, daher s^ = 7, Sg = 11, qj = 25, 
qg = 105, woraus folgt: {d^\ = 1, (d2)2 = 89. Daraus 
ergeben sich die vier "Wertepaare: 






^2 2 



89 



89 



Man beachte, dass auch x^ + y^, x^ — yS, x* + y*i 
x^ — j4, u, g, ^. qiqYx leicht durch s, d, q, p ausdrücken 
lassen, nämlich: 

x3 + y3 = (x+y)(xa-xy + y2) = s(q-p), 
x3-y3 = (x-y)(x2 + xy+y2) = d(q+p), 
x4 + y4 = (x2 + y2)2_2x2ya = q2 — 2p2, 
x*-y*=(x->+y2) (x2^y2)= (x2+y2) (x+y) (x-y) = q 8 d, 
x5+y5=(x+y)(x4-x3y+x2y2-xy3+y*)=s(q2~p2-pq), 
5. Durch Absondern eines Faktors auf 
beiden Seiten der einen Gleichung zerfällt 
das gegebene Gleichungs - System in zwei 
einfachere Systeme. Z. B. : 

rx* = y* + 3(x2 + y2) 

\xy = 2 

ergiebt : 

/(x2 + y2)(x2_y2) = 3(x2 + y2)^ 

l xy=:2 V 



also hat man einerseits 



{^ >, andrerseits 
xy = 2 j' 

fx2 — y2=31 

l j^ >. Durch Lösung dieser beiden Gleichungs« 



teme erhält man: 
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rx=|i+i 



1-i 
1 + i 



-1 + i 
-1-i 



-l-i| + 2 
-1 + i -f 1 



-2 
-1 



+ i 
-21 



— 1 
+ 2i 



Gleichungssysteme mit mehr als zwei Unbekann- 
ten löst man nach dem Vorbilde des oben besprochenen 
ersten Falls, wenn nur eine Gleichung vom zweiten 
Grade ist. Sind mehrere Gleichungen quadratisch, so 
sucht man einfachere Gleichungen abzuleiten oder durch 
Einführung neuer Unbekannten eine Vereinfachung des 
Gleichungssystems zu bewirken, und so schliesslich das 
Hauptziel^ die Aufstellung einer quadratischen Gleichung 
mit nur einer Unbekannten, zu erreichen. Z. B,: 
rx + y + z = 6 
ix2 + yz = 7 
[x2 + y2 + z2 = 14 
Man kann hier y + z, y.z und y^+z^ durch x aus- 
drücken. Wenn man die erhaltenen Ausdrücke dann 
in (y + z)2=(y2-{-z2)-|-2(yz) einsetzt, erhält man eine 
nur X enthaltende Gleichung, nämlich: 

(6 — x)2=14 — x2+2(7~x2). 
Hieraus findet man x^ == 2, X2 = 1, daraus durch 
Einsetzen y und z. 



VI. Abschnitt. 

Rechnungsarten dritter Stufe. 



§ 23. Potenzen mit ganzzahligen Exponenten. 

1) 2) 3) p) 

L a^ = a . a • a • • • a (Erklärende Formel); 
II. aP . a*i = aP+'i \ Terteilnngs- 

ni. aP : a*i = aP— ^, wenn p > q > formein bei 

i>pJ 



IT. aP : a*i = 1 : a*i-P, wenn q : 
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V. a' . b*> = (a . b)<» \ Yertellangsformelii 

VI. a^ : b^i = (a : b)*» f bei gleicbem Exponenten 5 

IX. ao = 1 ; 

X. a-P = 1 : tiK 

Eine Zahl a mit einer Zahl p potenzieren, 
heisst, ein Produkt von p Faktoren bilden, 
von denen jeder a heisst. Die Zahl a, welche 
als Faktor eines Produkt gesetzt wird, heisst Basis, 
die Zahl p, welche angiebt, wie oft die andere Zahl 
a als Faktor eines Produkts gesetzt werden soll, heisst 
Exponent. Das Resultat der Potenzierung, welches 
man aP schreibt und „a hoch p" liest, heisst Potenz. 
Man nennt aP wohl auch „die p-te Potenz von a." Da 
der Exponent ein „wie oft^^ zählt, so kann derselbe nur 
ein Ergebnis des Zählens, also eine positive ganze Zahl 
sein. Dagegen kann die Basis jede beliebige Zahl sein. 

Z. B.: (- 3)*= (- 3) (- 3) (- 3) (- 3) =+81, {jj 
= (T)(T)(T) = il5'0^=ö-0-0-0-0=<>^ »»""^ 

a als Produkt von einem Faktor auffassen kann, so 
setzt man a^ = a. 

Spezielle Potenzen, nämlich diejenigen, welche den 
Exponenten 2 haben, sind unter dem Namen „Quadrate" 
schon im V. Abschnitt ausführlich behandelt. Die Po- 
tenzen mit dem Exponenten 3 heissen auch „Kuben*^ 
und die dritten Potenzen der natürlichen Zahlen „Kubik. 
zahlen", Ausdrücke, die sich dadurch erklären, dass 
man, behufs Bestimmung des Volumens eines Kubus, 
d. h. eines Würfels, die Maasszahl seiner Kantenlänge mit 
3 zu potenzieren hat. Die ersten zehn Kubikzahlen sind : 
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1, 8, 27, 64, 125, 216, 343, 512, 729, 1000. 

Auch Potenzen von höheren Exponenten sind in 
den vorangehenden Paragraphen, von § 8 an, wiederholt 
vorgekommen, jedoch immer nur als abgekürzt ge- 
schriebene Produkte behandelt. Yon jetzt an soll 
aber die Potenzierung als eine besondere Rechnungs- 
art betrachtet werden, die aus der Multiplikation ebenso 
entsteht, wie diese aus der Addition entstand, und des- 
halb auch dritter Stufe heissen muss. 



Die Formeln 11 bis VIII folgen aus der Erklä- 
rung der Potenzierung mit Benutzung der Gesetze der 
Multiplikation und Division, sie entsprechen ganz den 
auf die Multiplikation bezüglichen Formeln des § 8 
und sind analog zu beweiseuo Zwischen den Gesetzen 
der Potenzierung und denen der Multiplikation be- 
steht nur der wesentliche Unterschied, dass bei der 
Potenzierung das Yertauschungsgesetz ungültig 
ist, da im allgemeinen a^ nicht gleich b* ist. 

Das Rechnen mit Potenzen, deren Exponenten auch 
Buchstaben - Ausdrücke sein können, zeigen folgende 
Beispiele : 

1. (aPbq--3)(ab<i-K) = aP+i.bq-3+q+4 = aP+i.b2q+i; 

2. (aß»-yb»+8j) : (a^^-yb^+^y) = aS^-y-^x+y.bx-f 3y-x-2X 
c=a».by; 

3. (2 a)3b . (4 a)3i» = 2»^. 4»^. a3»>. a^b = S^\ a^^ = (512a6)»>; 

4.(-3^a)W5)3:(3a)3 = +l«|^.^:27a3 
3 



80 a 

5. (a + b)«n (a — b)« = [(a + b) fa — b)]™ = (a« — b^)» ; 

6. (p»+b)a+b ~ p (a-f b) (a+b) = p aM-2ab+b«5 

7. Man beachte, dass (a + b)«» nicht gleich- a« + b« ist. 
Ist die Basis einer Potenz nicht eine blosse Zahl 
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oder ein einzelner Buchstabe, sondern ein Ausdruck, so 
ist derselbe in eine Klammer einzuschliessen. Da- 
gegen macht die höhere Stellung des Exponenten eine 
Klammer um denselben überflüssig. 



Nach der Erklärung der Fotenzierung sind bP und 
a— n, wo — n eine negative ganze Zahl ist, sinnlose 
Zeichen. Auch Produkte^ deren Multiplikator null oder 
negativ ist, waren nach der ursprünglichen Erklärung 
der Multiplikation sinnlose Zeichen. Doch erhielten 
solche Zeichen in § 8 dadurch Sinn, dass man sie als 
Differenzen (§ 7) auffasste und erklärte^ dass man mit 
solchen Differenzen ebenso multiplizieren wolle, wie mit 
Differenzen, die eine positive Zahl darstellen. In der- 
selben Weise verfährt man mit den Potenzformea 
a^ und a,—^. 

Man setzt also aO = aP— p, hebt die Beschränkung 
p > q in Formel III auf, und wendet dieselbe, um- 
gekehrt gelesen, an. Dann kommt: 

aO = aP--P = aP:aP, also = l. 

Ebenso setzt man a— » = aP-(p-fn); hebt die Be- 
schränkung p > q in III auf, findet dadurch aP : aP + », 
wendet nun Formel IV an, und erhält l:an. Hiernach 
haben auch Potenzen, deren Exponenten null oder ne- 
gativ sind, Sinn bekommen, nämlich: 

aO = i, a-n = l:an. Z. B.: 



120 = 



(r=(i)* 



/ 1\^ 1 

^' \ 2) "^' * ^ 64' 

/3\a 9 , ^, « 1 1 



= 4^ (-2) ^-^ZT^-T' 
Für derartige Potenzformen gelten dieselben Ge- 
setze, wie für eigentliche Potenzen. Mit Hilfe der ne- 
gativen Exponenten kann man jede Potenz aus dem 
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Nenner eines Bruches in den Zähler nnd aus dem 
Zähler in den Nenner stellen, indem man das Vor- 
zeichen des Exponenten in das entgegengesetzte ver- 
wandelt. Z. B.: 

a6b~8c— 2 a^d^e 



b*»' 



•^~^' d-7^ 



e-i f6"~b3c2f6- 



§ 24. Wurzeln. 
T. rpa^j =a (Erklärende Formel); 

ni 

IV. |/a :yb = i^i 



. l/a •l/b = l/ajS] 

B._- n__ n ( Verteilangrsformelnj 

• ya, :yb=i/a:bj 



a= i/a 



Yerbindnngsformeln ; 



VII. yB,^<i = ^^^; 
Till, (yaj =a, auch wenn a keine n-te Potenz ist. 



Wenn man in bn = a nicht, wie beim Po- 
tenzieren, b und n als gegeben; a als gesucht, 
sondern a und n als gegeben, b als gesucht 
betrachtet, so entsteht die zur Potenzierung um- 
gekehrte Rechnungsart, welche „E/adizierung bei be- 
liebigem Exponenten" oder kurz „Radizierung" heisst. 
Man versteht also unter ^n-terWurzel aus a"^ ge- 
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schrieben Va^ die Zahl, welche^ mit n poten- 
ziert, agiebt. Demnach ist li^aj =a die erklär 

n — 
rende Formel der Radizierung. Ebenso ist 1/a** = a, 

n. — 
weil Va» die Zahl bedeutet; welche, mit n potenziert, 

a» giebt, und die Zahl a diese Forderung erfüllt. Die 
Zahl; welche ursprünglich Potenz war, heisst bei der 
Hadizierung Badikandus, die Zahl; welche Potenz- 
Exponent war, Wurzel-Exponent und die Zahl, 

welche Basis war, Wurzel. Es ist z. B. bei y81 = 3 
die Zahl 81 der Radikand, 4 Wurzel-Exponent, 3 Wurzel. 
Ist der Wurzel-Exponent die Zahl 2, so pflegt man ihn 
fortzulassen, z. B, /36 = 6. Für diesen speciellen Fall 
ist die Wurzel schon im V. Abschnitt (§ 18) behandelt. 
Die Beweise der Formeln III bis VII ergeben sich 
aus der Erklärung der Wurzel in analoger Weise, wie 
siah die Formeln des § 10 aus der Erklärung der Di- 
vision ergaben, nämlich: 

III ist richtig, weil ^^ . ^bV = (}/"ä]". (^iX 
= a . b ist ; 

IV ist richtig, weil (^^ a : |^ b j = [ }^'äj : (y^ 
= a : b ist ; 

V ist richtig, weil .nj/"äj r=|^aj = aQ ist; 

VI ist richtig, weU (]/}^äj = ll/yltj 
= h^aj = a ist; 
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VII ist richtig, weil (Vö^''^ = Kf^l ^ ^*'*^° 

= anq ist. 
Wie durch Anwendung dieser Formeln sich Aus- 
drücke; die Wurzeln enthalten, umformen lassen, zeigen 

folgende Beispiele: 

m, nii m, nii 

1. y a''P-« . fa«+* = ya^P-«-H+* = faji+*i 

6. 6; 5 6 5, 6,_ 

3. /I" = )/a« . s?= ya« . y a2 = /(a»)» . ^ 

= a» . yä?; 

4, 6 8^ 24/ 84, 84^ 

4. fa^b . ya2b8. /ab = ya»»b« . ya^b" . fän^ 

24 24 

= ya2«b2» = a. ya^b"; 

5. j/J^ä8b«"= yl'ä8b«'= y'äb«? 

p — q p-|~4 

6. Man beachte, dass l/a . l/a niclit gleich |/a ist; 

n n — n — 

7. Man beachte, dass l^a+b niclit gleich ^ a+ ^ b ist. 



In § 18 ist ein Verfahren gelehrt, um die Quadrat- 
wurzel aus einer dekadisch geschriebenen Zahl wieder 
in dekadischer Schreibweise darzustellen. Analog kann 
man verfahren, um die Kubikwurzel, d. h. dritte 
Wurzel, aus einer gegebenen Zahl zu finden^ indem 
man die Entwickelung von 

(a + b + c + . . .)« 
:=a8+3a2b+3ab2+b3+3(a+b)2c+3(a+b)c2+c8+... 
anwendet, wie folgendes Beispiel zeigt: 
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Ausführlich: 

3 


b, wo 


Abgekürzt! 

3 




j/830584=a + 


f' 830-584 = 94 




729000 =aS 


a = 90 


729 




101584 


b=4 


1015'84 


3a2 = 


= 24300) 97200 =3a2b 


ist 


243) 972\ 




4320 = 3aba 




432\ 




64 = b» 


64\ 




101584 




101584 



In ähnlicher "Weise findet man die Kubikwurzel 

aus Buchstabenausdrücken, die vielgliedrige Summen sind. 

Nach derselben Methode lässt sich auch zu jeder 

gegebenen Zahl die nächst kleinere Kubikzahl bestimmen« 

Z. B.: 

15873 < 4000000000 < 15883 
woraus auch folgt: 

158,73 < 4000000 < 158,83, 
oder auch: 

1,5873 < 4 < 1,5883. 
Man kann deshalb jede ganze oder ge* 
brochene Zahl, die selbst keine dritte Po- 
tenz ist, in zwei Grenzen einschliessen, wel- 
che dritte Potenzen von zwei gebrochenen 

Zahlensind, diesich nur um 7?j> Tfj?\»Tnön ^^®^ 
überhaupt am einen beliebig kleinen Bruch 
unterscheiden (§ 18). 

"Wer den Kern des Verfahrens der Ausziehung 
der Quadratwurzel und der Kubikwurzel erkannt hat, 
ist imstande, aus der Entwickelung von (a -|- b)*, von 
(a -[- b)5 und überhaupt von (a -f- b)«, wo n eine be- 
liebige positive ganze Zahl ist, ein ähnliches Verfahren 
für die Ausziehung der vierten, fünften und überhaupt 
der n-ten "Wurzel abzuleiten. Da mjm^ «^^ Jba^uemere 
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Mittel besitzt, um die n-ten Wurzeln aus Zahlen auf- 
zufinden (§ 26), so genügt hier die Erkenntnis, dass es 
möglich ist, jede ganze oder gebrochene Zahl, die 
selbst keine n-te Potenz ist, in zwei Grenzen einzu- 
schliessen, welche n-te Potenzen von Zahlen sind^ die 
sich nur um einen beliebig kleinen Bruch unter- 
scheiden. Hat man z. B. die Zahl 192 in zwei Grenzen 
einzuschliessen, die fünfte Potenzen [von Zahlen sind, 

die sich um -r^ unterscheiden, so findet man durch ein 

der Kubikwurzel-Ausziehung nachgebildetes Verfahren 

zunächst: 286» < 1920000000000 < 287» 
' und daraus: 2^866 < 192 < 2.876. 



Die Gründe, welche in § 7, § 11, § 1^, dazu führ- 
ten, den Zeichen 

a — b, wenn b > a ist, 

a : b, wenn b kein Teiler von a ist, 

Y&y wenn a kein Quadrat ist, 
den durch die entsprechende Definitionsformel aasge- 
gprochenen Sinn zu erteilen, zwingen uns auch, das 

nr- ^ ... 

Zeichen j^a, wo a keine n-te Potenz ist, in die Sprache 
der Arithmetik aufzunehmen, indem wir ihm den durch 

die' Formel \l/^ j = a ausgesprochenen Sinn erteilen. 

Ebenso erhalten dann auch — ^ä, b : y a a. s. w* einen 
leicht erkennbaren Sinn. Ferner gelten für die Wurizel- 

form y a alle diesem Paragraphen vorangestellten For- 
meln, da dieselben ja nur auf die erklärende Formel 

I y a| = a gestützt sind. Es ist z. B. : 

Schubert, Arithmetik und Algebra. Dat^^^by g ^ 
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1. y 7.fl4 = )/98; 

3. J^li5"=tej; 

6; S, 15; 18; 16; 16, 

5. y 8.ftö=f^. f^ = ^8». 48» = V29 . 2»'. 3» 

16^ 

= 2. )/2»T35; 

6. 3. }^— 2. )/25Ö = 3. /3».2 —2. ^58.2 

8; 8; 8; 

= 9)/2 — lOy 2 = — y2; 

7. I^J— l) =i^— 3 . Yl+ 3 . f'T- 1 ; 

22r32 + 3y^ + te)I 8 8 

3-/5 
9. (»'2 — l)f'K2 + l = )/2y2 — 6+3»^- l.J^yi+l 
= ^"(5^2 — 7)(y2 + l)=]/3 — 2f2. 



Da, wie oben gezeigt ist^ die Zahl 192 zwischen 

5 

2,86* und 2;875 liegt, so sagt man auch, dass ^192 
zwigchen 2,86 und 2,87 liegt und schreibt demzufolge 

2,86 < 1^192 < 2,87. 

Ebenso kann Jiberhaupt y a, wenn a irgend welche 
positive Zahl, aber keine n-te Potenz ist, in zwei 
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Grenzen eingeschlossen werden, deren Un- 
terschied beliehig klein ist. Zahlen aber, welche 
diese Eigenschaf t haben, sind schon in §19 irrational 

Hy — 

genannt. Demnach ist ^a, wo a positiv, aber keine 
n-te Potenz ist, eine Irrationalzahl. Man kann 
deshalb nte "Wurzel aus a ausser in Wurzelform auch 
numerisch angeben, indem man^ der Kürze wegen^ 

die TJngenauigkeit begeht, y o, gleich einer rationalen 
Zahl zu setzen, die sich von ihr möglichst wenig unter- 
scheidet. Z.B.: )/l92=:2,86; /l6 = 2,52; ^|/¥ = 1,07. 
Der positive Radikand kann selbst irrational sein. 
Auch daan stellt die Wurzel eine Irrationalzahl dar, 
2. B.: 

|/56 + 40l/'2=4,83. 
Ist der Wurzel-Exponent eine negative ganze Zahl, 
so ergiebt sich der reciproke Wert derjenigen Zahl, die 
entsteht, wenn der Wurzel-Exponent die entsprechende 

n/T 1 

"ist. 



-„ +. — 7i ±_^ 

positive Zahl ist, weil )/^a= ^a— 1=1/ — __?/~is 



Bisher ist immer nur an die eine positive Zahl 
gedacht, welche die Gleichung x« = a befriedigt. Dass 
aber bei Zulassung von negativen und imaginären Werten 
eine solche Gleichung mehr Wurzeln haben kann, ist 
in speziellen Fällen schon früher erkannt. So folgt 
für n = 2, dass x = +yirist. Ferner ergeben sich für 
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a = 1 und n = 4 vier Werte, nämlich x^ =+ 1, Xg = — 1, 

X3= + i, X4 = — i. Ist a negativ und n gerade, 

so giebt es kein reelles x, das die G-leichung x» = a 

erfüllte; weil das Produkt einer geraden Anzahl von 

reellen Faktoren immer positiv werden muss. Ist a 

negativ und n ungerade, so giebt es eine reelle 

und zwar negative Zahl, welche die Gleichung erfüllt. 

^/ 

Für x5 = -243 ist dies z. B. — ^243 = — 3. Ist a 

positiv und n gerade, so giebt es zwei reelle Werte, 
die x>» = a befriedigen, z. B. wird x® = + 64 sowohl 

durch X = + y 64 = + 2, als auch durch x = — - ^64 =;= — 2 
erfüllt. Ist a positiv und n ungerade, so giebt 
es eine reelle und zwar positive Zahl; die x» = a be- 
friedigt; z. B. folgt aus x'^ = TÄöZ' ^^^ x = -f- j-sein 

kann. Um nun die Eindeutigkeit des Wurzel- 

n. 

Zeichens zu bewahren^ setzen wir fest, dass unter l^a,^- 

wo a positiv ist; immer nur die eine positive Zahl ver- 
standen werden soll, welche die Gleichung x" = a erfüllt. 
Will man aber z. B, alle Wurzeln der Gleichung x* = 16 

finden; so hat man sich nicht mit der Angabe x=y 16 
zu begnügen, sondern zu sagen, dass x vier Werte hat, 

nämlich +|/l6= + 2;-)/l6 = — 2, +i.)/l6= + 2i, 
— i/l6 = — 2i. 
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§ 25. Poteazen mit gebrochenen und Irrationalen 
Exponenten. 



In § 23 konnte wohl einer Potenz mit nega- 
tivem ganzzahligeui Exponenten schon Sinn erteilt 
werden^ noch nicht aber einer Potenzform mit ge- 
brochenem Exponenten, weil eine solche auf die in 
§ 24 gelehrte Radizierung führt, wenn man ihr Sinn er- 
teilen will. Da nämlich — . q = p sein soll, gemäss der 

Erklärung der gebrochenen Zahlen, und da a''^ = (a")** 

JL 
sein soU, so muss unter a^ die Zahl verstanden 
werden, welche^ mit q potenziert, a'^ergiebt, 

das ist aber J^, oder, was nach § 25 das- 
selbe ist, (yr) . Z. B.: 

16*=(|/T6) =28 = 8; 362=}/36 = 6; 



Mit Hilfe der Definitionsformel a,^ ^y &^ kann 
man zeigen , dass die in § 23 bewiesenen Potenz- 
form^ln auch für Potenzen mit gebrochenen Exponenten 
gelten, Z. B.: 

2. 1. J^ IX P» •""▼<! JL _ J 

a^:a» = a^'":a'^=a ^' =a*^ ''"• 
Wenn man wünscht, mit der Potenzform a ^ so 
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rechnen zu können, wie mit gewöhnlichen Potenzeni 

so muss man, da "~l ~^l •<!="-? ist, unter a q die 

Zahl 1 : yaP verstehen. Ebenso kann man auch der 
P. 

^/ — 
Wurzelform y a Sinn erteilen, wenn man beachtet, dass 

P ?/ — " ^^/ 

-^.q=p ist und dass ^a" = ya«q ist. Man findet, 

P. 

dass man unter V a die Zahl (j/a) zu verstehen hat. 

- P^ 

Ebenso findet man, dass man unter Va die Zahl 1:( l' a ) 

zu verstehen hat. 



Ily 

Am Schluss von § 24 ist festgesetzt, dass ^a, wo 
a positiv ist, nur die positive Wurzel der Gleichung 
x^ = a bedeuten soll. Demgemäss setzen wir auch fest, 

2. 
dass a^ nur die positive "Wurzel der Glei- 
chung x^ = aP bedeuten soll, wobei noch hinzu« 

p. 
gefügt werden muss, dass die Potenzform a^ im all- 
gemeinen nur angewandt wird, wenn a positiv ist. 
Daraus geht hervor, dass, wenn a und b positiv sind, 
man aus 

JL J9_ 

b^ = aP den Schluss b = a** oder auch b** = a 
ziehen darf. Ebenso darf man nun aus 

bi < aP < b'^ 
ohne weiteres schliessen: 

bP" < a < b^ ^ , 
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So kann jede positive Zahl a in zwei 
Grenzen eingeschlossen werden, welche Po- 
tenzen jeder andern positiven Zahl b ausser 
1 sind, und zwar so, dass die Exponenten 
positive oder negative Brüche sind, die 
sich um beliebig wenig unterscheiden. 

Dies zeigt die folgende T a b e 1 1 e , woa = 3, b = 4 
gewählt ist: 

31 < 41 < 32 giebt: 3^ < 4 < 31 

32<42 < 38 giebt: 3a <4<3a 
jt £ 

33 <43 < 3* giebt: 38 < 4 < 3^ 
6 £ 

35 <44 < 36 giebt: 3* < 4 < 3* 
j 7^ 

3«<4« < 37 giebt: 3» < 4 < 3» 
u. s. w. 
Da hiernach die Zahl 4 zwar nicht gleich einer 
Potenz von 3 mit rationalem Exponenten ist, wohl aber 
in zwei Grenzen eingeschlossen werden kann, die dies 
sind und die Exponenten haben, derenUnterschied 
beliebig klein gemacht werden kann^ so sagt 
man, dass 4 = 3^ ist, wo x eine ganz bestimmte 
Irrationalzahl ist, deren Wert, der obigen Tabelle 

ß 7 

gemäss zwischen -^ und -^-, d. h. zwischen 1,2 und 1,4 

liegen muss. Man operiert deshalb in der Arithmetik 
auch mit Potenzen, deren Exponenten irrational sind, 
und identifiziert eine solche Potenz mit einer Potenz, 
die dieselbe Basis und einen rationalen Exponenten hat, 
der von dem irrationalen Exponenten möglichst wenig 
verschieden ist. "Wenn b eine positive von 1 verschie- 
dene Zahl ist, so ist b^ immer gleich eii^er gMiz be- 
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Btimmten positiven Zahl^ was für eine positive oder 
negative Zahl auch x sein mag, und zwar kann es 
nie zwei verschiedene "Werte von x geben, die zu dem- 
selben Werte von b* führen könnten; so dass, wenn 
b» = aist, zu jedem positiven oder negativen 
Werte von x ein einziges positives a gehört, 
und umgekehrtzu jedem positiven a ein ein- 
ziges X gehört, das positiv ist, wenn a>l 
ist, null ist, wenn a=l ist, und negativ isl^, 
wenn a<l ist. Ist z.B. b = 10 und a = 2, so ist x 
eine wenig über 0,3 liegende Irrationalzahl, weil 
103 (=1000) wenig kleiner ist als 2^0 (=1024) 

und daher 10^® wenig kleiner als 2 ist, 

Ist b = 10 und a = ^, so ist x = — 0,3, weil 10 —• 



§ 26. Logarithmen. 

b 

I. b io«* a = (Erklärende Formel d. Lograrithmierungr) ; 

b 

II. logr(b»)=:a; 

III. log (p • q) = logr p 4- logr q; 

IV. log(p:q)=logrp — logqj 

V. log (p») = m • log p ; 



VI. log}/p = 



logP 



m f 



e 



logb 

b b b 

Speziell: Itgb^l, logl = 09 loga: 
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\^enn man in b»»=:a denExponentennals 
gesucht betrachtet, so entsteht eine zweite 
ITmkehrung der Potenzierung, welche Lo- 
garithmierung heisst. Dass die Logarithmierung 
eine von der Radizierung wesentlich verschiedene Rech- 
nungsart ist, rührt daher, dass bei der Potenzierung 
das Vertauschungsgesetz nicht gültig, dass also 
im allgemeinen p<i nicht gleich qp ist. "Wenn b*» = a 
ist, so nennt man n den Logarithmus von a zur 

Basis b, geschrieben: log a. Es bedeutet also 

b ; 

log a immer den Exponenten, mit welchem b zu 
potenzieren ist, damit a herauskommt. Dies 
spricht die Formel I aus. Die Richtigkeit der For- 

b 
mel U ergiebt sich daraus^ dass log (b") den Expo- 
nenten bedeutet, mit dem b zu potenzieren ist, damit 
b" herauskommt, und dass diese Forderung vom Expo- 
nenten n erfüllt wird. Bei der Logarithmierung nennt 
man die Zahl, welche ursprünglich Potenz war, Lo- 
garithmand oder Numerus, die Zahl, welche ur- 
sprünglich Potenz-Basis war, Logarithmen-Basis oder 
kurz Basis und das Ergebnis selbst Logarithmus. 

6 

Wenn maa z. B. log 125 == 3 setzt, so ist dies nur eine 
andere Ausdrucks weise für 5^ = 125, und es ist deshalb 
125 der Logarithmand oder Numerus, 5 die Basis, 3 der 
Logarithmus. 

Wie jede Potenz, jede Wurzel und jeder Logarith- 
mus noch auf zweierlei Weise anders ausgedrückt wer- 
den kann, zeigen die folgenden Beispiele, b«i denen 
jede Gleichung die beiden in derselben horizontalen 
Linie befindlichen Gleichungen zur Folge hat: 

DigitizedbyLaOOQlv _ 
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3* = 81, 
10-»= 1:1000, 

325=8, 

ioo-i=^, 

Ferner : 
bi = b^ 
bo=:l, 



/81 = 3, 



Vi: 1000 = 10, 

ßy 

K8=^32, 

K'=b, 

/i = b, 



log 81 = 4; 



10 



log(l:1000) = — 3; 



log 8 = 



5' 



100 1 1 

'"«iö=~T 



logb = l; 

b 
log 1=0. 



Die Erklärung des Logarithmus verleiht log y 
immer einen Sinn, wenn y gleich einer Potenz gesetzt 
werden kann, deren Basis b ist. Dies ist aber, wie 
§ 25 lehrt, immer der Fall, wenn b eine von 1 ver- 
schiedene positive Zahl ist. Dort ist gezeigt, dass dann 
durch die Gleichung b» = y jedem reellen Werte von x 
ein einziger, und zwar positiver, "Wert von y entspricht, 

und dass umgekehrt jedem positiven Werte von y ein 

b 
reeller Wert von x zugehört. Daher hat log y jeden- 
falls Sinn, wenn y positiv ist und b eine von 1 ver- 
schiedene positive Zahl ist, und nur unter dieser Be- 
schränkung behandelt die elementare Mathematik die 
Logarithmen. Wegen der eindeutigen Zuordnung der 

Werte von x und von y durch b* = y kann man auch 

b b 

aus p = q schliessen, dass log p = log q ist. 

Die in § 25 enthaltene Tabelle, welche die Po- 
tenzen von 3 uud von 4 mit einander vergleicht, zeigt. 
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wie man durch Berechnung der zweiten, dritten u. s. w. 

Potenzen von 3 und von 4 rationale Werte finden kann, 

8 
die dem irrationalen Werte von log 4 beliebig nahe 
kommen. Z. B.: 

35 < 4 < 35 ergiebt -^ < log 4 < -g-, 

3 
d. h. log 4 liegt zwischen 1,2 und 1,4. Ebenso kann 

man aus den ausgerechneten Potenzen für die Zahlen 

b 
b und y den Wert von log y mit beliebiger Genauig- 

6 

keit entnehmen. Soll man z. B. log 2 auf eine De- 
zimalstelle berechnen^ so sucht man, zwischen welchen 
aufeinanderfolgenden Potenzen von 6 die Zahl 2^^ = 1024 

A ± 

liegt. Es ergiebt sich 6» < 2^0 < 6*, also 6I" < 2 < 6^0, 

6 

also 0,3 < log 2 < 0,4. Die höhere Mathematik hat je- 
doch viel bequemere Methoden ausgebildet, um irratio- 
nale Logarithmen mit beliebiger Genauigkeit numerisch 
zu berechnen. 

Die Formeln III bis VI der TJeberschrift ergeben 

sich ohne weiteres aus den Gesetzen der Potenzierung. 

b b b 

TJm z. B. log (p . q) r= log p + log q zu beweisen, setze 

b b aß 

man log p = a, log q = ß. Dann muss b = p, b = q 

sein. Multipliziert man diese beiden Gleichungen, so er- 
hält man, bei Anwendung der Formel II des § 23: 

a-\-ß ^ b b 

b =P«C[> d. h. aber log(p,q) = o + jff = log p-|- log q. 

Sind die in einer Gleichung vorkommenden Logarithmen- 
zeichen sämtUch auf eine und dieselbe Basis zu beziehen, 

so pflegt man die Angabe der Basis fortzulassen. Man 
b b b 

schreibt also für log (p q) = log p + log q kügige^pjlog (p . q) 
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= log p + log q. Die Formel VH zeigt, wie maa den 
Logarithmus einer Zahl a bei einer beliebigen Basis b 
finden kann, wenn man für eine andere Basis c sowohl 
den Logarithmus von a wie auch den von b kennt. IJm 
diese Formel zu beweisen, gehe man von der erklären- 

b 

den Formel b °^ * = a aus und logarithmiere dieselbe 

nach Formel Y für die Basis c. Dann erhält man 
b 

log a . log b = log a, woraus YII. durch Transponieren 
hervorgeht. Wenn man in VIL speziell c = a setzt, 

b 1 b 

so kommt log a = — , weil log b = 1 ist. 

log b 
Wie mit Hilfe der Formeln UX bis VI auch kom- 
pliziertere Ausdrücke logarithmiert werden können, 
zeigen folgende Beispiele: 

1. log (ab c : d) = log a + log b -f- log c — log d; 

ab» 

2. log 3251= l^'g a + 3 log b — (2 log c + 4 log d); 



3. log 

4. log 



y ab2 1 

^c+d)e-"8 

Y^ . Y^ . }/d — e] 



[loga+21ogb— log(c+d)-loge]5 



1 5 1 

= -^(log a + log b) + -g- log c + -^log (d — e). 

Man beachte dabei namentlich, dass sich log (a + b) 
nicht durch log a und log b ausdrücken lässt, dass also 
namentlich log a H^ log b nicht gleich log (a + b), aoxi- 
dern gleich log (a , b) bezw. log (a : b) ist. 
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Die Formeln III bis VI verwandeln das Multipli- 
zieren in ein Addieren, das Dividieren in ein Subtra- 
hieren, das Potenzieren in ein Multiplizieren und das 
Badizieren in ein Dividieren, erniedrigen also jede 
Bechnungsart um eine Stufe. Man wendet deshalb die 
Logarithmen an, um Zahlenausdrücke, deren Berechnung 
auf gewöhnlichem Wege sehr mühsam sein würde, auf 
bequemere "Weise zu berechnen. Hierzu ist es aber vor 
allem erforderlich, dass für irgend eine Basis die Lo- 
garithmen möglichst vieler Zahlen berechnet vorliegen 
(Logarithmen-System). Man hat deshalb für die 
Basis zehn die Logarithmen aller ganzen Zahlen bis 
100000 auf vier und mehr Dezimalstellen berechnet 
(dekadisches Logarithmen -System), tabellarisch zu- 
sammengestellt (Logarithmentafel*) und dadurct 
ein ausreichendes Mittel gewonnen^ um den Logarithmus 
jeder beliebigen positiven, ganzen oder gebrochenen Zahl 
für jede beliebige Basis (vgl. Formel VII.) schnell an- 
geben zu können. Da die dekadischen Logarithmen 
vorzugsweise im Gebrauch sind, so lässt man bei ihnen 

10 

die Angabe der Basis meist fort, z. B. log 4 = log 4 
= 0,60206. 

Das dekadische Logarithmen - System bietet den 
Vorteil dar, dass man bei einer dekadisch geschriebe- 
nen Zahl schon aus der Zahl ihrer Ziffern ersehen 
kann, zwischen welchen aufeinanderfolgenden ganzen 
Zahlen ihr Logarithmus liegt. Denn, wenn die Zahl 
a m Ziffern hat, so ist 

2Qm-l = a < 10", also m — 1 < log a < m. 
: Man stellt deshalb die dekadischen Logarithmen 
immer in der Form k -f- v dar, wo k eine ganze Zahl 
ist, die positiv, null oder negativ sein kann (Kennziffer 

♦) Vierstellige Tafeln und Gegen tafeln für logarithmiscbes und 
trigonometrisclies Rechnen, zusammengestellt vom Verfasser dieses 
Buches, erschienen vor Ostern 1897 in d6r ^Sammlung Göschen", 
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oder -Charakteristik) und wo v nicht negativ 
und kleiner als 1 ist (Mantisse). Die Kenn- 
ziffer des dekadischen Logarithmus einer 
ganzen Zahl oder eines Dezimalhruchs ist 
daher immer um 1 kleiner als die Anzahl 
derZiffern der ganzenZahl bezw. derZiffern 
der vor dem Komma stehenden Zahl. Be- 
ginnt ein Dezimalbruch mit „Null Komma", 
so ist seine Kennziffer gleich minus p, wenn 
p — 1 Nullen auf das Komma folgen. So hat 
z. B. log 1896 die Kennziffer 3, log 5 die Kennziffer 0, 
log 0,5 die Kennziffer — 1, log 0,05 die Kennziffer — 2 
u. s. w. Da sich hiernach die Kennziffer des Loga- 
rithmus einer Zahl ohne weiteres angeben lässt; so ent- 
halten die Logarithmentafeln nur die Mantissen der 
Logarithmen, und zwar in Dezimalbruchform, manche 
auf 4 oder 5 Dezimalstellen, manche auf 7 oder noch 
mehr Dezimalstellen. Bemerkenswert ist, dass je zwei 
Zahlen, deren Quotient eine Potenz von zehn mit ganz- 
zahligem Exponenten ist, also auch je zwei Zahlen, 
die sich nur durch die Stellung des Dezimal- 
kommas unterscheiden, eine und dieselbe 
Mantisse haben, z.B.: log 4000 = 3,60206 ; log 40 
= 1,602065 log 0,4 = 0,60206 — 1; log 0,00004 
= 0,60206 — 5. 

Hinsichtlich der weiteren praktischen Benutzung 
der Tafeln muss auf diese selbst verwiesen werden. 



Die logarithmische Berechnung von Zahl- Ausdrücken 
zeigt folgendes Beispiel: 

6> 



,^l/ l7,89.0^ 
\ 1,054( 



,053 
>0546 gtfedby Google 
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log X = -|- jlog 17,89 + log 0,053 — log 1 ,0546j 



log 17,89 = 1,25261 
log 0,053 = 0,72428 - 



1,97689 — 2 
log 1,0546 = 0,02284 
(25) 
0,02309 



0,95380 — 1 



5 )4,95380—5 
log X = 0,99076 — 1 II X = 0,97895 
074 
2 

"Wenn der logarithmisch zu berechnende Zahlen- 
Ausdruck Plus- und Minuszeichen enthält, so müssen 
die durch diese Zeichen getrennten Glieder für sich 
berechnet werden, da für log (a + b) keine einfache 
Umformung möglich ist. Z. B,; 

x=6.)/2— yä; 

logx = log6 + -|-log(2 — 1^, 

log 3 = 0,47712 2 = 2,0000 

2)0,23856 ]/3"= 1,7320 

^ 0,2680 

1^ 

log 0;2680 = 0,42813 — 1 
2)0,71406 — 1 
log 6 = 0/77815 
log X = 0,49221 II X = 3,1061, 
20 
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Aiicli GleicTiungen, b^i denen die unbekannte in 
Exponenten von Potenzen vorkommt, lassen sich häufig 
durch TJebergang zu den Logarithmen lösen, indem solche 
Exponentialgleichungen dadurch auf gewöhnliche 
Gleichungen (§ 16 und § 21) zurückgeführt werden 
können. Z. B.: 

1. 1;04'^ führt auf: 

X . log 1 ,04 = log 2, also x = log 2 : log 1 ,04, 
daher x= 0,30103: 0,01703 = 17,7. 

2. 8^*+2^8 5i2»4-i — 5XH-24 ergiebt zunächst: 
5x+24=:;;8. 83^+8— 83»+2 oder:, 
5x-i-24^83» + *— 83^ + 2 oder: 

5».52* = 83«.8* — 83^.82 oder: 

5^.52* = 83».82(82 — 1) = 83».64,63, also- 

X . log 5 + 24 log 5 = 3 X . log 8 + log 64 + lögi63 

oder: 

24.1og5 — log64— log63 = x(3.1og8--log5) 

oder: 

241og5--log64 — l9g63 . ^_ . 
* = 3.1og8-log5 = «'^^"• 



TH. Abschnitt. 

Anhang. 



§ 27. Bemerknngen zum systematiscben Aufbau 
der Arithmetik. 

Bei jedei* der 7 in den Abschüitteh II, III, VI 
definierten arithmetischen [Rechnungsarten kann man 
die beiden dadurch verknüpften Zahlen , als aktive 

•^ DigitizedbyLjOOgle 
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und passive unterscheiden. Man operiert mit der 
aktiven Zahl an der passiven Zahl; wie die folgende 
Tabelle zeigt; wo immer 16 die passive^ 2 die aktive 
Zahl ist: 



Die 7 Redmnngsarten* 



Name der 

Recbnnngs- 

art: 


Beispiel : 


Die passive 

Zahl, hier 16, 

helsst : 


Die aktive 

Zahl, hier 2, 

helsst : 


Das Resul- 
tat helsst: 


Addition 


16+2=18 


Augendus 
(Summand) 


Auetor 
(Summand) 


Summe 


Subtrak- 
tion 


16-2=14 


Minuendus 


Subtrahen- 
dus 


Differenz 


Multipli- 
kation 


16.2=32 


Multiplikan- 
dus (Faktor) 


Multiplikator 
(Faktor) 


Produkt 


Division 


16:2 = 8 


Dividendus 


Divisor 


Quotient 


Potenzie- 
rung 


162=256 


Basis 


Exponent 


Potenz 


Radi- 
zierung 


)/l6 = 4 


Radikandus 


Wurzel-Ex- 
ponent 


Wurzel 


Logaritb- 
mierung 


llgl6=4 


Logarith- 
mandus 


Logarith- 
men-Basis 


Logarith- 
mus 



Wie hierbei aus jeder der drei direkten Rech- 
nungsarten Addition, Multiplikation, Potenzierung ihre 
beiden TJmkehrungen; die man indirekte Rechnungs- 
arten nennt^ folgen, zeigt folgende Tabelle: 

Schabert, Arithmetik nnd AIfcebra 10 

DigitizedbyLjOOQlC -^^ 



U6 

stufe 


Direkte B. 


Anhang. 
Indirekte R. 


Gesucht wird: 


1 


Addition : 
5 + 3 = 8 


Subtr.:8 — 3=5 


Aagendus 




Subtr.:8— 5=3 


Auetor 


TT 


Multiplikation: 
5.3 = 15 


Divis.: 15:3 = 5 


Multiplikandus 




Divis.: 15:5 = 3 


Multiplikator 


III 


Potenzierong: 
53=125 


8/ 

Radiz.:yi25 = 5 


Basis 




5 

Logar.:log12S=3 


Exponent 



In derselben "Weise, wie die Multiplikation aus der 
Addition, die Potenzierung aus der Multiplikation ab- 
geleitet ist; könnte man auch aus der Potenzierung als 
der direkten Rechnungsart dritter Stufe eine direkte 
Rechnungsart vierter Stufe, aus dieser eine 
fünfter Stufe u. s. w. ableiten. Doch ist schon die De- 
finition einer direkten Rechnungsart vierter Stufe zwar 
logisch berechtigt, aber rechnerisch und mathematisch 
anwichtig, weil bereits bei der dritten Stufe das Ver- 
tauschungsgesetz ungültig wird. Um zu einer direkten 
Rechnungsart vierter Stufe zu gelangen, hat ^an a^ 
als Exponenten von a zu betrachten, die so entstandene 
Potenz wieder als Exponenten von a zu betrachten, 
und so fortzufahren, bis a b-mal gesetzt ist. Nennt 
man das Ergebniss dann (a; b), so ist (a; b) die direkte 
Rechnungsart vierter Stufe. Elementar lassen sich für 
(a; b) aus den Gesetzen der Potenzierung namentlich 
zwei Gesetze ableiten, nämlich: 

1) (a;b)(»;c)r^(a; C+l)(»;b-l); 

2) Wenn (a; oo) = x ist, so ist a, = Y x. 

Wenn man, anders als soeben, a,^ als Basis einer 
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-Potenz mit dem Exponenten a betrachtet, das Ergebnis 
wieder als Basis einer Potenz mit dem Exponenten a 
nnd so fortführt, bis b-mal die Zahl a erschienen ist, 
so gelangt man zu einer Potenz, deren Basis a, und deren 
Exponent a^""i ist, also nicht zu einer neuen Eechnungsart, 



Von der Zahlform a + ib, wo a und b positive oder 
negative^ rationale oder irrationale Zahlen oder auch 
null sind^ ist in § 20 nachgewiesen, dass, wenn man 
sie mit einer eben solchen Zahlform c -|- id durch die 
^Rechnungsarten erster und zweiter Stufe verknüpft, das 
Ergebnis wiederum eine eben solche Zahlform ist. Der 
Nachweis, dass das auch für die 3 Rechnungsarten 
dritter Stufe der Fall ist, ist mit den Mitteln der ele- 
mentaren Arithmetik nicht zu führen. Es mag daher 
die Mitteilung genügen, dass a -f- ih hoch c -J- id, so- 
wie (c -f- id)-te Wurzel aus a -f- ih, sowie log (a -|- ib) 
zur Basis o -|- id sich in der Form x + iy darstellen 
lassen. Da auch die Rechnungsarten von der höheren 
als der dritten Stufe und deren Xlmkehrungen zu 
keinen neuen Zahlformen führen, so haben die allmäh- 
lichen Erweiterungen des Zahlbegriffs in der Zahlform 
a -j- ib ihren Abschluss gefunden. 



§ 28« Arithmetische nnd geometrische Reihen« 

L z = a-f-(n — 1)d; 

IL 8=-2-n(a + z) = ii.a+-2-n(n--l)d5 

m. z = a.qB--i; 

q" — l__zq — a 



IV. ß = a , ^ 

q— 1 q-1 
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Eine arithmetische Eeihe oder Progres- 
sion mit der konstanten Differenz d ist eine geordnete 
Folge von Zahlen, in der jede Zahl, vermindert um 
die vorhergehende, die Differenz d ergiebt, z. B. : 5, 8, 

ll,14,17,...;13,8,3,-2,-7,...;l, l-j, 2-i-, 3-^, 

3 
4;4-j-, .... Bezeichnet a das erste Glied (Anfangs« 

g 1 i e d), so ist das zweite Glied a + d, das dritte a+ 2 d 
u. s. w., also das n-te (Endglied) a + (n — l)d. Damit 
ist Formel I bewiesen. Um die Summe der n Glieder 
einer arithmetischen Keihe zu finden, schreibe man 
unter die Summe der n Glieder in gewöhnlicher Reihen- 
folge ihre Summe in umgekehrter Reihenfolge. Dann 
haben je zwei Glieder, die in derselben Vertikalen 
stehen, immer dieselbe Summe, weil a + x d und z — x d 
zusammen a -j- z ergeben. Daher ergiebt sich durch 
Addition der beiden Reihen: 

2 . s = n . (a + z), 
woraus Formel II folgt. Setzt man in derselben 
z = a + (n — 1) d, so ergiebt sich die zweite Form der 
Formel II. 

Da die fünf Zahlen a, d, n, z, s durch zwei 
Gleichungen mit einander verbunden sind, so müssen 
immer drei von den fünf Zahlen bekannt sein, damit 
sich die beiden andern bestimmen lassen, Ist z. B. 
nach der Summe der zweiziffrigeu ungeraden Zahlen 
gesucht, so ist a=:ll, z = 99, d = 2 bekannt und s ge- 
sucht. Man muss daher n aus den beiden Formeln eli- 
minieren« und dann s berechnen, oder man rechnet aus 
I n aus, und benutzt den erhaltenen Wert, am aus II s 
zu berechnen. So erhält man n = 45 und dann s =r 2475. 
Die Formel I verknüpft die 5 Zahlen a, d, n, z, s mit 
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Ausnahme von s, die erste Form von Formel II mit 
Ausnahme von d, die zweite Form mit Ausnahme von z. 
So muss es also auch noch zwei Formeln geben, von 
denen die eine n nicht enthält, die andere a nicht ent- 
hält. Diese durch Elimination leicht ableitbaren For- 
meln heissen: 

(z + a)(z-a + d) 
®~ 2d 

s = nz — n(n — l)d. 

In den beiden Fällen, wo a, s, d und wo s, d, z 
gegeben sind, ist die Bestimmung der beiden noch feh- 
lenden Zahlen nur durch Auflösung einer Gleichung 
zweiten Grades möglich. In allen übrigen Fällen hat 
man nur mit Gleichungen ersten Grades zu thun. 

Betrachtet man bei einer arithmetischen Reihe das 

erste Glied a, das letzte Glied z und die Anzahl n der 

Glieder als gegeben, so nennt man die Auffindung der 

übrigen n — 2 Glieder „Interpolation". Aus I er- 

giebt sich, dass die zu interpolierenden Glieder gleich 

,z — a ,^z — a ,«z — a .,«„ 

aH r, a + 2. r, a+3. ru.s. w.smd. Sollen 

n — 1' n — 1' n — 1 

z. B. zwischen 0,48 und 1,80 neun Glieder interpoliert 

.^^ z — a 1,80—0,48 ^^^^ , 

werden, so ist d = = -^r = 0,132, also 

' n — 1 10 ' ' 

heissen die 9 Glieder: 0,612; 0,744; 0,876; 1,008; 

1,140; 1,272; 1,404; 1,536; 1,668. 

Ist X irgend ein Glied einer arithmetischen Reihe 

mit der konstanten Differenz d, so ist das vorhergehende 

Glied gleich X — d, das nachfolgende gleich x + d. Da 

nun =x ist, so gilt der Satz, dass je- 
des Glied einer arithmetisohei^J^^^^^irith. 
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metiscHes Mittel seiner beiden Nachbar- 
Glieder ist. 

Eine geometrische Eeihe oder Progression 
mit dem konstanten Quotienten q ist eine geordnete 
Folge von Zahlen, in der jede Zahl, dividiert durch 
die vorhergehende, den Quotienten q ergiebt. Z. B.: 

11 ^ S 1 2 

ö, 10, 20, 40, . . .; 4, 2, 1, Y' T' ** "' T' "5"' 25' 
48 1 

J25» • • •» T" 81; + 27, — 9, + 3, — 1, + -g-, . . • 

Je nachdem q positiv oder negativ ist, haben die Glieder 
der Reihe übereinstimmende oder abwechselnde Vor- 
zeichen. Je nachdem ferner der absolute Wert von q 
grösser oder kleiner als 1 ist, steigt oder fällt die 
Reihe. Bezeichnet a das erste Glied (Anfangsglied), 
so ist das zweite Glied a . q, das dritte aq2 u. s. w., 
also das n-te aq^^-i. Damit ist Formel III bewiesen. 
Die Summe s der ersten n Glieder ergiebt sich in ioU 
gender Weise: 

s.q = a.q + aq^ + aq3 + , . , + aqn-l+ aq» 
s = a + aq + aq2+ +» q^-^ (subtn) 

qn 1 

s(q — 1) = aq° — a, also s = a ^ (Formel IV), 

Die zweite Form der Formel IV ergiebt sich, wenn 
man aus III z . q = a q^ schliesst und demgemäss z q 
für a q«! in der eben abgeleiteten Formel setzt. Durch 
die beiden Formeln III und IV werden 5 Grössen, 
nämlich a, q, n, z, s mit einander verbunden. Folg- 
lich hängen zwei von den 5 Grössen von den übrigen 
drei ab. Sind z. B. s, a, z gegeben, q gesucht, so findet 

s *""* a 

man aus IV : q = . Meist ist es vorteilhaft, die 

^ s — z ' 

Berechnungen auf logarithmischem Wege^g^u^ühren, 
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Ist B gesacht, so ist man sogar gezwungen, zu den 
Logarithmen überzugehen. Es ergiebt sich z. B. aus III : 
log z — log a 

°=^+ logq ' 

und aus IV : 

log (sq — s + a) — log a 

n = ^ . 

log q 

In einigen Fällen ist die Berechnung der gesuchten 
vierten Zahl nur durch Lösung einer Gleichung höhe- 
ren Grades zu erzielen, z. B.; wenn q aus S; a, n oder 
aus s, z, n berechnet werden soll. 



Wenn man bei einer fallenden geometrischen Reihe, 

d. h. bei einer solchen, deren konstanter Quotient < 1 

ist, zuerst die ersten n Glieder, darauf die ersten n + 1 

Glieder und so weiter summiert^ so erhält man Summen, 

welche einem bestimmten Grenzwerte zustreben. Man 

erhält diesen Grenzwert, wenn man in Formel IV n = oo 

setzt, und beachtet, dass die n-te Potenz einer Zahl, 

die kleiner als 1 ist, sich mehr und mehr der Null 

nühert, je grösser n wird. So erhält man: 

— 1 a 
s = a -=- . 

Es ist z. B.: 

^3^9 "'^9^^3^9^27~ ^27' 

^3^9^ 27 ^81 ^8V 
endlich 1 -[-—+—+ ... ad infinitum = r- = 1—, 

^"^"""""^ Digitized by VjOOQ IC 
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§ 29. Zinseszins- and Bentenreelinaiig. 

h a Mark, einmal gezahlt , sind nach n Jahren 

darch Zinseszins aq» Mark; 
IL r Mark, am Schlnss jedeg Jahres gezahlt, sind 

nach n Jahren zusammen r- r-^Ark, 

q — 1 



Ein Kapital von a Mark trägt bei p Prozent in 

a T) 
einem Jahre rj~^ Mark Zinsen. Fügt man diese zu dem 

Kapitale von a Mark hinzu, so erhält man das um die 

Zinsen vergrösserte Kapital im Betrage von f a + j^] 

Mark = a M + ^ j Mark. Der Faktor 1 + ^, der 

hier immer mit q bezeichnet werden soll, heisst Ver« 
mehrungsfaktor. Es gilt also der Satz: 

Jedes Kapital wird durch dauerndesHin« 
zutügen der jährlichen Zinsen in jedem Jahre 
ver-q-facht, wo q den Vermehrungsfaktor 

bedeutet, also bei p Prozent gleich 1 + t^> 

bei 4 Prozent gleich 1^04 ist. 

Hieraus geht hervor, dass aus a Mark durch Zinses- 
zinsen nach Ablauf eines Jahres aq Mark, nach Ab- 
lauf zweier Jahre (aq) . q Mark =aq2 Mark, nach Ab- 
lauf dreier Jahre (a q^) q Mark = a q^ Mark wird u. s. w. 
Folglich ist das Kapital von c Mark (Endkapital), 
das aus a Mark bei p Prozent durch Zinzeszins entsteht^ 

gleich a . qp^ Mark, wo q = 1 + ~r^ ist (Zinses- 

zinsformel). 

Ist umgekehrt c, p, n gegeben, a gesucht, so er- 
halt man: 
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a = c : q*. 
Diese PormelQ liefern das Anfangskapital, wenn 
das Endkapital gegeben ist, also z. B. den heutigen 
Wert einer Schuld, die heut über n Jahre c Mark be- 
trägt. Wenn a, c, n gegeben, q gesucht ist, so hat man 
durch Formel I q auszudrücken. Man erhält 

q^-pA,^op = 10o|7-f-^ 

Ferner findet man n aus a, c, q durch XJebergang 
zu den Logarithmen^ nämlich 

log c — log a 

n = — — i . 

logq 

Hieraus erhält man z. B. die Zahl der Jahre, in 

welchen sich ein Kapital bei 4 Prozent verdoppelt, 

wenn man o = 2 a setzt. Dann kommt 

log 2 0,30103 ^^^ , . ,^7 _, 

"" = ii^ljöi = Ö;ö17Ö3 = ^^'^' '^'' "^ 17^^ Jahren. 



"Wenn alljährlich, n Jahre hindurch, am Schlüsse 
jedes Jahres r Mark gezahlt werden, so würden hieraus^ 
wenn gar keine Verzinsung stattfände, nach Ablauf der 
n Jahre natürlich n . r Mark entstehen. Wenn aber 
Zinseszins gerechnet wird, so ist zu beachten, dass die 
am Schlüsse des ersten Jahres gezahlten r Mark zu 
r . q» — 1 Mark, die am Schlüsse des zweiten Jahres ge- 
zahlten r Mark zu r .q*» — ^ Mark u. s. w. anwachsen. 
Also ergiebt die Anwendung der Zinseszinsformel, dass 
der Gesamtwert der n mal, und zwar am Schlüsse jedes 
der n Jahre, gezahlten r Mark nach Ablauf der 
n Jahre sich auf: 

sMark = (rq^-l-|-rq'^-2_| ^rq + r) Mark 

beläuft. In der Klammer steht aber die Summe einer 
geometrischen Eeihe in umgekehrter Folge .der (xLieder. 
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Das Anfangsglied heisst r, der konstante Quotient q, 

die Anzahl der Glieder n. Polglich ist nach Formel lY 

in § 28: 

qn — 1 
s = r " — (Rentenformel). 

Werden die Beträge am A n f a n g statt am Schluss 
jedes Jahres gezahlt, so steht jeder Betrag ein Jahr 
länger auf Zinseszins, so dass jedes Glied der obigen 
Keihe mit q zu multiplizieren ist. Desshalb kommt in 

q" — 1 

diesem Falle q , r — für den Gesamtwert aller n 

^ q — 1 
Zahlungen nach Ablauf der n Jahre. Man beachte, 
dass die Rentenformel den Wert einer n Jahre hin- 
durch gezahlten Eente nach Ablauf dieser n Jahre 

q™ — 1 

ausdrückt, dass man aber r . r- noch durch q* zu 

' q — 1 ^ 

dividieren hat, wenn man berechnen will, was statt dieser 
n-maligen künftigen Zahlungen bei Beginn der n Jahre 
zu zahlen ist (Bar wert einer Eente), 



Bei vielen Aufgaben kommen die Zinseszins- und 
die Rentenformel beide zur Anwendung. Wird z. B, 
gefragt, wie viel von einer Schuld, die heut 10000 Mark 
beträgt, nach 5 Jahren übrig geblieben ist, wenn am 
Schlüsse jedes der 5 Jahre 1000 Mark abgezahlt werden, 
und wenn 4V4 Prozent gerechnet werden, so berechnet 
man erstens nach der Zinseszinsformel, wozu die 10000 
Mark heute über 5 Jahre durch Zinseszins angewachsen 
wären, wenn gar keine Abzahlung stattgefunden hätte, 
zweitens nach der Rentenformel, was für einen Wert 
die 5mal gezählten Beträge von je 1000 Mark heute 
über 5 Jahre darstellen. Die Differenz beider Ergeb- 
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nisse ergiebt deü gesuchten Rest der Schuld, also so 
viel Mark, wie die folgende Zahl angießt: 

1 0425^ 1 

10000 . 1,04256 _ 1000 . ' qq^26 

Bei der Auffindung des Ansatzes eingekleideter 
Renten- Aufgaben hat man zuerst darauf zu achten, ob 
eine angegebene Geldsumme einmal oder Öfter zu zahlen 
ist, ob also die Zinseszins- oder die Rentenformel zur 
Anwendung gelangt, zweitens auch darauf zu achten, 
dass Leistung und Gegenleistung nur dann 
verglichen werden können, wenn beide für 
einen und denselben Zeitpunkt berechnet 
sind. Es sei z. B. gefragt, wieviel Mark jemand vom 
Jahre 1896 ab, 15 Jahre hindurch, am Schlüsse jedes 
Jahres zu einer SV« Prozent rechnenden Sparkasse tragen 
muss, damit er von den Ersparnissen nach Ablauf der 
15 Jahre noch 10 Jahre hindurch eine gleichfalls am 
Schlüsse jedes Jahres bezogene Rente von 3000 Mark 
gemessen könne, wenn bei dieser Rente 4% gerechnet 
wird« Hier erhält man, je nachdem man Leistung und 
Gegenleistung auf den Schluss des Jahres 1911 oder 
1921 bezieht: 

Beide CHoichungen sagen dasselbe aus und ergeben: 
.«,nm (1, 04^^- 1) 0,035 
- ö^^ • (1^03515— 1) . 1,0410.0,04* 
Wenn, . "^o ^s bisweilen geschieht, die Hinzufügung 
der Zinsen zum Kapital nicht alle Jahre, sondern alle 

Vierteljahre oder allgemein nach je -^ Jahr ge- 
schehen soll, so hat man in n Jahren nicht n, sondern 
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4n bezw. kn Termine, also in den obigen Formeln 4n 
bezw, kn statt n, dafür aber aucL: 

zu setzen. 

Die Formeln und Anschauungen der Zinseszins- 
und Eentenrechnung lassen sich auf alle Gebiete über- 
tragen, wo in gleichen Zeitintervallen eine Vermehrung 
nicht nach arithmetischer, sondern nach geometrischer 
Progression stattfindet, namentlich also auch auf dem 
Gebiete der Forstwirtschaft und der Bevölkerungs- 
Statistik. 



§ 30. Ber binomiseho Lehrsatz. 



Schon in § 12 ist gezeigt, wie die Entwickelung 
der zweiten, dritten und vierten Potenz einer Summe 
in eine mehrgliedrige Summe lautet. Hier soll allge- 
mein (a+b)» als Summe von Produkten dargestellt wer- 
den. Denkt man sich (a+b)» als Produkt von n Fak- 
toren geschrieben, die sämtlich a + b heissen, so über- 
sieht man ohne weiteres, dass das Ergebnis der Multi- 
plikation dieser n Faktoren eine Summe von Produkten 
sein muss, deren jedes n Faktoren besitzt, die teils a, 
teils b lauten. Jeder der n Faktoren a + b liefert 
nämlich ein a oder ein b zur Bildung der Glieder dieser 
Summe. Das erste Glied wird a« und zwar dadurch, 
dass jeder der n Faktoren a-j-b sein a liefert. .Dann 
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werden Glieder kommen, die gleich a^-^b sind, indem 
n — 1 Faktoren ihr a und nur ein Faktor sein b liefert, 
dann Glieder, die gleich a»»— 2b2 sind, weil n — 2 Fak- 
toren ihr a, zwei ihr b liefern u. s. w. Es handelt sich 
also nur noch darum, zu bestimmen, wie oft jedes der 
Glieder: 

an, a» — lb, a«-2b2, an—^bS^..., h^^ 
erscheint. Das erste Glied a^^, sowie das letzte b^ kann 
nur einmal erscheinen, indem jeder der n Faktoren a-|-b 
sein a bezw. sein b liefert. Das zweite Glied a^-^b 
wird aber schon n mal erscheinen, weil jeder der n Fak- 
toren a + b sein b liefern kann, während die übrigen 
Faktoren ihr a liefern. Da das dritte Glied a»^ — ^^a 
dadurch entsteht, dass zwei Faktoren ihr b liefern, so 
muss es so oft erscheinen, als es möglich ist, aus n Dingen 
zwei hervorzuheben, d. h. ein Paar aus ihnen zu bilden. 
Diese Zahl wird z, B. bei n = 4 gleich 6, weil jedes 
der 4 Dinge mit jedem andern, also mit dreien zu- 
sammengefasst werden kann, wodurch 4 mal 3 Paare 
entstehen würden, wenn nicht dabei jedes Paar bei 
dem einen und bei dem andern der das Paar zusammen- 
setzenden beiden Dinge, also doppelt gezählt würde. 
Also ergiebt sich die Hälfte von 4 mal 3 oder 6. Ebenso 
ergiebt sich, dass das Glied a^ — ^b^ so oft erscheinen 
muss, als es möglich ist, aus n Dingen drei hervorzu- 
heben, u. s. w. Bezeichnet daher das Zeichen Up all- 
gemein die Zahl, welche angiebt, wie oft 
man aus nDingen ©ine Gruppe von je p 
herausgreifen kann^ so giebt Up an, wie oft das 
Glied a» — Pb'* erscheint, d. h. den Koeffizienten 
dieses Gliedes. Demnach ergiebt sich: 

(a+h)n = an-1-n4.an-ib + n55.a«-2b2-|-ng.an-8b3 

wo nun noch die Koeffizienten np^ die man Binom i- 

Digitized by i^OOQ IC 



158 Anhang. 

alkoeffizienten nennt, in ihrer Abhängigkeil von 
n und p dargestellt werden müssen. 



Um Hp durch n und p auszudrücken, gehen wir 
schrittweise vor. Schon oben ist erkannt, dass ni = n 
ist. Um B2 zu bestimmen, beachten wir, dass jedes 
von den n Dingen mit jedem der n — 1 übrigen Dinge 
zu einer Gruppe von zweien zusammengefasst werden 
kann, und dass dabei dann jedes Paar doppelt gezählt 
ist. Also ist: 

n(n~l) 
°2= 2 • 

Um ug zu bestimmen, bezeichnen wir die zu je 
dreien zusammenzufassenden Dinge mit Dj, D2, D3 . . . D„. 
Dann erkennt man, dass mit Di soviel Gruppen von 
dreien anfangen müssen, wie die übrigen Dinge D.^^ 
D3, ...Dnsich zu zweien zusammenfassen lassen. Dies 
ist aber (n — l)^ mal, also nach der eben abgeleiteten 

Formel ^ ^ mal. Ebenso viel Gruppen fangen 

mit D2 an, ebenso viel mit D^ u. s. w. bis D^. Daher 
ergiebt sich eine Summe von n Summanden, deren jeder 

^ heisst. Jedes Glied dieser Summe ist 

aber dreimal statt einmal gerechnet, weil beispielsweise 
die Gruppe Di D4 De sowohl bei Di, wie bei D4, wie 
bei Dß gerechnet ist. So kommt schliesslich: 
n(n-.l)(n-2) 
°3= 2.3 • 

In derselben Weise ergiebt sich n4 als eine vier- 
fach gerechnete Summe von n Summanden, deren jeder 
(n — 1)3 heisst, und überhaupt Up als eine p-fach ge- 
rechnete Summe von n Summanden, deren jeder (n — l)p 
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heisst. So erhalten wir, wenn wir noch im Nenner 
den Faktor 1 vorsetzen, allgemein: 

n(n-l)(n-~2).,.(n-p + l) 
"P- 1.2. 3. ...p 

Setzt man diesen Wert von np in die obige Formel 
für die Binomialkoeffizienten ein, so ergiebt sich die 
in der TTeberschrift stehende Formel, die man „bino- 
mischen Lehrsatz" nennt. 



Der binomische Lehrsatz lässt sich natürlich auch 
anweii^n, wenn die Summanden a und b nicht ein- 
facli« Buchstaben, sondern anders zusammengesetzte 
Zahkn oder Ausdrücke sind, wie folgende Beispiele 
Eeigen: 

1. (a-b)n = an— pan-ib + ^"^.an-2b«— ....; 

2. (x+l)6 = x5 + 5x4+10x3+l6x8 + 5x+l; 

3. (x— 2)« = x6 — 6.x5.2 + 15.x*.2a — 20.x8.28 

+ 15. x2. 2* — 6.x. 2^2« 
_pxß — 12x8+60x4— 160x3+240x2— 192X+64; 

4. (y 3 + 1)* =^+ 4 . 3 1^+ 6 . 3 + 4 . rS + 1 

= 9+^2]/ 3 + 18 + 4}/ 3 + 1 = 28+ 16 yT; 

5. (-1+iy 3)3=(-l)8+3.(-l)2.i)/3+M-l)(if3)' 

+[ifS)^= — l+3i^ 3 + 9 — 3iV 3 = 8; 

4.0. .^1_. .7 1 ' 1 



100000 ^" 1000000 ' 10000000 
= 1 + 0,7+0,21+0,035+0,0035 + 0,00021 
+ 0,000007 + 0,0000001 = 1,9487171. 
Um Til'uwüe oder Polynome, d. h. (ir^(5^^fiif viel- 
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gliedrige Sammen, in die n-te Potenz zu erheben, zerlegt 

man dieselben zuerst in zwei Summanden und gelangt 

dann durch wiederholte Anwendung des binomischen 

Lehrsatzes zu einer klammerlosen Entwicklung. Z. B. : 

(a-j- 2b — c)4=(a+ 2b)*--4.(a+2b)3c+6.(a+2b)2c2 

— 4(a+2b)c8+c*=a4+8a8b + 24aab2+32ab8 

+16b*— 4a3c--24a2bc-48ab2c-32b3c + 6a2ca 

+ 24abc2 + 24b2c2 — 4ac3.-8bc3 + c*. 



§ 31. Das Moiyresche Theorem. 

Wenn x» = (> (cos ^ + i sin ^) ist, so ist: 

x=J/7[co8(|+|^8«0»)+i8ln(|-+|-8eO»J[ 



Schon in § 20 ist gezeigt, wie die komplexen Zahlen 
von der Form a + ib addiert, subtrahiert, multipliziert 
und dividiert werden. Hier soll nun gezeigt werden, 
wie sie mit einem beliebigen positiven ganzen Expo- 
nenten potenziert und radiziert werden. Um dies klar 
erkennen zu können, veranschaulicht man sich die kom- 
plexen Zahlen durch die Punkte einer Ebene, die man 
Graussische Zahlen-Ebene nennt. Betrachtet man 
auf einer unbegrenzten geraden Linie irgend einen 
Punkt als das Bild der Zahl Null, einen zweiten Punkt 
als das Bild der Zahl Eins, so wird dadurch jeder 
Punkt der geraden Linie das Bild einer bestimmten 
reellen Zahl, die positiv oder negativ, ganz oder ge- 
brochen, rational oder irrational sein kann, und umge- 
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kehrt muss jeder solchen Zahl ein ganz bestimmter 
Punkt der geraden Linie zugeordnet sein. So ist als 
Bild von + 2 der Punkt anzusehen, den man erhält, 
wenn man von dem Bilde der Zahl 1 aus die Strecke 
zwischen Null und Eins aus noch einmal abträgt. Wenn 
man ferner die Strecke Eins-Null von Null aus nach 
der andern Seite, als wo Eins liegt, abträgt, erhält 
man das Bild der Zahl — 1. Der Halbierungspunkt 
der eben abgetragenen Strecke wird das Bild der Zahl 

— sein. Das Bild der Zahl + V^ wird man ferner 

erhalten, wenn man über der Strecke zwischen — 1 
und + 1 ein gleichseitiges Dreieck errichtet und die 
Höhe desselben von Null aus nach der positiven Richtung 
hin abträgt. Die so mit den Bildern aller reellen Zahlen 
angefüllte gerade Linie heisst die reelle Zahlenaxe. 
Da jede rein-imaginäre Zahl das Produkt einer reellen 
Zahl mit der imaginären Einheit + i (vgl. § 20) ist, 
so kann man in ganz derselben Weise alle rein-imagi- 
nären Zahlen auf einer zweiten geraden Linie abbilden, 
die man die imaginäre Zahlenaxe nennt. Sorgt 
man nun in einer Ebene dafür, dass eine reelle und 
eine imaginäre Zahlenaxe sich im Bilde der Zahl Null 
rechtwinklig schneiden, und dass die Strecke von bis 
+ i so lang wird, wie von bis -f- 1, so kanp man 
jeder beliebigen komplexen Zahl a + ib als Bild den 
Punkt zuweisen, in welchem die durch die Bilder von 
a und von ib gelegten, den Axen parallelen Geraden 
.sich schneiden. Umgekehrt muss auch dann jedem be- 
liebigen Punkte der Ebene eine bestimmte komplexe 
Zahl zugehören. So entsteht die mit den Bildern aller 
komplexen Zahlen angefüllte Qaussische Zahlen- 
ebene: 
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— 2 + 2,5. i# 



Anbang. 
-■ + 2,5. i 

•■ + i 



-2 — 1 



— 1 — !• 



1^3f 2i 



3 + i 



1 I 



+ 1 +V3 +3 



— 1 

i . y"2 



Fällt man nun von dem Bilde P der komplexen 
Zahl a+ib das Lot PF auf die reelle Zahlenaxo, so 
wird PF so viel Maasseinheiten lang, wie die Zahl b 
angiebt, und die Strecke vom Nullpunkt bis F wird 
so viel Maasseinheiten lang, wie die Zahl a angiebt. Das 
Bild P von a + ib kann aber eindeutig nicht allein 
aus a und b, sondern auch aus der Hypotenuse P, 
wo der Nullpunkt ist, und aus dem Winkel gefunden 
werden, den diese Hypotenuse mit der positiven reellen 
Richtung bildet. Dieser Umstand führfe zu einer zweiten 
Darstellung der komplexen Zahlen durch die Maasszahl 
der eben erwähnten Hypotenuse, die man „Modulus" 
der komplexen Zahl nennt, und die Maasszahl des eben 
erwähnten Winkels, den man „Argument" derselben 
nennt. Die Elemente der Trigonometrie ergeben, dass, 
wenn r und q> Modulus und Argument der komplexen 
Zahl a+ib sind, 
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a = r.cos9>, b = r,siny 
seiD muss, so dass umgekehrt 

, b 

Ol 

und a + ib = rcos9> + irsin9) = r (cos y + i sin (p) 
wird. Der Modulus r der komplexen Zahl a + i ^ wird 
immer als positiv angesehen, das Argument tp liegt 
zwischen 0' und 90*, wenn a und b beide positiv sind, 
zwischen 90® und 180', wenn a negativ, b positiv ist, 
zwischen 180' und 270', wenn a und b beide negativ 
sind, zwischen 270** und 360', wenn a positiv, h negativ 
ist. Hiernach ist für jede komplexe Zahl Modulus und 
Argument eindeutig bestimmt. So ist beispielsweise: 

1. zu + 2 + 2i der Modulus 2 f2"= 2,828 das Ar- 
gument 45'; 

2. zu ~ 2 + 2 i der Modulus ebenso, das Argument 135® ; 

3. zu - 2 — 2 i der Modulus ebenso, das Argument 225® ; 

4. zu + 2 — 2 i der Modulus ebenso, das Argument 315®; 

5. zu ——+-i}^der Modulus 1, das Argument 120®; 

6. zu 3 — 3 i 1^3 der Modulus 6, das Argument 300®. 



TJm zu einer allgemeinen Regel für die Multipli- 
kation von komplexen Zahlen, die durch Moduli und 
Argumente dargestellt sind, zu gelangen, multipli- 
zieren wir 

r (cos y + i sin (p) mit r' (cos y' + i sin (p% 
wodurch wir 
r r'[(cos q> cos 9' — sin tp sin y') -f-i (sin (p cos f*-\- cos (p sin g?')] 
erhalten. Die in den runden Klammern stehenden Aus- 
drücke sind aber nach dem Additionstheorem der Tri- 
gonometrie gleich cos(y + 9P'^ bezw. sin(9) + y'). Des- 
halb ergiebt sich: o„t,zed.vL.oogle 
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r r' [cos {(p + 9>0 + i sin {<p + 901 
Es erscheinen also die Moduli multipliziert, die 
Argumente aber addiert. Multipliziert man die er- 
haltene komplexe Zahl, deren Modulus r . r' ist, und 
deren Argument 9 + 9' ist, mit einer dritten komplexen 
Zahl r" (cos 9" + i sin y")» so hat man die eben erkannte 
Regel von neuem anzuwenden, und erhält: 

r r' r" [cos (9 + 9' + y") + i sin (9p + y'+ y")] 
Da man so beliebig fortfahren kann, so ergiebt 
sich die Regel : Beliebig viele komplexe Zahlen 
können multipliziert werden, indem man 
ihre Moduli multipliziert, ihre Argumente 
aber addiert und das erhaltene Produkt zum 
Modul US, die erhaltene Summe zum Argument 
des gewünschten Resultats macht. 

Multipliziert man z. B. die oben unter 1,2 und 
5 genannten komplexen Zahlen, so ergiebt sich als Mo- 
dulus des Produkts 2 V 2". 2^2.1 = 8, als Argument 
450 + 1350 + 120» = SOO'^. Das Produkt wird also 

8(cos 3(X)0+ i sin 3000) == 8 .-|--- 8 . y/3 . i = 4 — 4 i y^, 

was auch unmittelbar erhalten werden könnte. 

Wenn man die soeben abgeleitete Multiplikations- 
regel auf n identische komplexe Zahlen anwendet, so 
erhält man: 

[r (cos y + i sin 9)]^ = r^ [cos n 9 + i sin n 9] 
d. h. in Worten : 

Eine komplexe Zahl wird mit n potenziert, 
indem man ihren Modulus mit n potenziert, 
ihr Argument aber mit n multipliziert und 
die erhaltene Potenz zum Modulus, das er- 
haltene Produkt zum Argument des gesuchten 
Resultats macht. 
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Ist z. B. 2 + 2i mit 7 zu potenzieren, so hat man 
zunächst. den Modulus 2/2^ und das Argument 45^ in 
der vorgelegten Zahl 2 + 2i zu erkennen. 
(2^2)' = 1024 ]% 450. 7 = 3150. 
Daher muss 

(2 + 2 i)7 = 1024_V2"(cos 3150 + i sin 3150) 

oder = 1024 fY (|/-i- - i . |/-|-) = 1024^ 1024 i 

sein. Dasselbe ergiebt sich auch nach dem binomischen 
Lehrsatz (§ 30), nämlich 

(2+2i)7=:128(l+i)7=128[l+7i+21i2+35i3+35i4+21i5 
+ 7i6 + iT = 128[l— 21 + 35-7] + 128i[7— 35+21-1] 
= 1024 — 1024 i. 

Radiziert man bei der eben gefundenen Formel 

für das Potenzieren einer komplexen Zahl die beiden 

n — 
Seiten mit n, und setzt dabei r° = (>, n y = ^, also r = J' ^, 

y = — , so erhält man b«i Vertauschung der rechten 
und linken Seite : 

}/(r(cos^ + isin^)=|/(> h^s — + isinYj 

Lässt man in dieser Formel ^ um k . 360** wachsen, 
wo k eine beliebige ganze Zahl ist^ so wird die linke 
Seite dadurch gar nicht verändert, weil cos (^ + k.360'*) 
= cos ^ und sin (-^ + k . 360") = sin ^ ist. Wohl aber wird 
die rechte Seite dadurch immer geändert, wenn k kein 
Vielfaches von n ist, und zwar kann das Argument 
auf der rechten Seite dadurch n verschiedene Werte 
annehmen, nämlich: 

— , -^ + i-.3600, A + A.3600,... A + ^IZ1.3600. 
n'n'n 'n'n ' n^n 

Hieraus folgt der nachstehende Lehrsatz, den man 

meist das Moivresche Theorem nennt: 
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166 Anhang. 

Die Gleichung x^ = q (cos ^ + i sin d) hat 

n. 

n Wurzeln, die sämtlich den Modulus y q 

^ k 

haben, und deren n Argumente aus — 1 .^QQf^ 

° n n 

hervorgehen, wenn man k die ganzzahligen 
Werte von bis n — 1 erteilt. Die Bilder der 
n Wurzeln in der Gaussischen Zahlenebene teilen also 

den um den Nullpunkt mit dem Radius y-Q beschrie- 
benen Kreis in n gleiche Teile. So stellt die Ab- 
bildung der komplexen Zahlen in einer Ebene einen Zu^ 
sammenhang her zwischen der Lösung der Gleichung x^ 
gleich einer beliebigen Zahl und dem planimetrischen 
Problem, einen Kreis in n gleiche Teile zu teilen, oder, 
was dasselbe ist, ihm ein reguläres n-Eck einzuschreiben. 
Insbesondere lehrt Moivres Theorem auch die Lösung 
der Gleichung x» = a, wo a eine reelle Zahl ist. Denn 
jede reelle Zahl a ist eine komplexe Zahl, deren Mo- 
dulus a und deren Argument 0^ oder 180^ ist, je nach- 
dem a positiv oder negativ ist. 

Für die Anwendung des Moivreschen Theorems 
mögen folgende Beispiele dienen: 

1. x» = 1 + i = y 2" (cos 450 + i sin 4b% daher 

X, =|/2 cos 150+i .y? sinl50, X2=}/2 .cosl350+i .}/2 sinlSö^, 

X3 = j/ Ycos 2550 + i . )/ 2". sin 2550. 

2. x» = — 1 +i V"3"=: 2 (cos 1200 + i sin 120^), daher 

X =^2 cos 24P+ i . )/Vsin 24», X2=}^cos 960+i . ^. sin 96^, 
X3 =)/2cosl680+i.)/2 sin 168«, X4=}/2cos2400+i.)/2sin2400, 
x.=|/2"co83120 + i.}^sin3l20. 
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Kubische Gleiolinngen. 167 

§. 32. Kubische Gleiehnngen. 
Weil« i«+ a X + ft = ist, w ist t falls (±y+(A) VÖ Ist, 

Xi = T + W, X8=--|-(T + W)+-ilV¥.(T-W), 
X8 = -4-(V + W)-|u'¥(T-W), 



WO T: 



8; = 

w =]/- -|- -|/(|-)'+ (4)' i»t (CardanischeFormel); 

falls (4)V(^^y = 0ist,x, = y/^ 
xa = 2|/^co8(|+ 1200), xg = 2|/-|co8(|+240o), 



iro cos ^ = ; , .o - ist. 



(y^r 



TJm die kubische Gleichung x^ + ax + brrO, wo 
der Koeffizient von x^ null ist, aufzulösen, setze man 
X = V -f- w ein. Dadurch erhält man 

(v3 + w8 + b) + (v + w)(3vw + a) = 0. 
Disponiert man nun über v und w so, dass 3 v w-f- a = 
wird, so muss man, um die Richtigkeit der Gleichung 
aufrechtzuerhalten, auch v8-|-w3 + b = setzen. Daraus 
entstehen für v und w zwei Bestimmungsgleichungen, 
nämlich 

v^ + w3 = — b und V . w = ^. 

• Man kennt daher die Summe der Unbekannten v^ 
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TGS: Anhang. : ' 

und w3, die. gleich — b ist und ihr Produkt,- clas gleich 

— Ö7 ^^ ^uss. Daraus folgt nach § 22: 

Hieraus folgt der in der TJeberschrift genannte 
Wert von x^. Die Werte von X2 und Xg ergeben sich, 
wenn man beachtet, dass die Gleichung v^ = f nicht 

allein die Wurzel x^ = ^f hat, sondern nach § 31 auch 
die Wurzeln: 

,0- 13 3 "i ___ 

V2= j/F(cosl200 + isinl200)=----y)/f+i.yf.y 

V8 = l/F(cos 2400 + i sin 2400) = - -i^ }T- i . ^ y j/gT 

Beachtet man dies -bei den obigen Gleichungen für 
^ ' a ' ' 

v^ und w^, und ferner, dass v . w = -^ "ö" sein muss, so 

erhält man auch, die in der TJeberschrift genannten Werte 
von X2 und X3. 

.3,-_ 

Bei y f setzten wir immer stillschweigend voraus, 
dass f eine reelle Zahl ist, so dass die Berechnung der 
drei Wurzeln der kubischen Gleichung x3-|-ax-f-b=:0 
praktisch nur dann ausführbar erscheint, wenn der bei 
V und w erscheinende Radikand positiv oder null ist, 

/ b \2 / a \3 
d. h. wenn I -ö") +("0") ^0 ist. In diesem Falle hat 

also die kubische Gleichung eine reelle Wurzel und 
ausserdem entweder zwei konjugiert-komplexe oder zwei 
gleiche reelle Wurzeln, je nachdem die „Diskrimi- 

nante« (YJ+fy/^ ^ ^^^ ^^^^ = ist. 

/bV /a\3 
Wenn aber die Piskriminante I "S" ) + \~o] < ist, 

D^i^e/byCjbegle 



T 



I 



Kubische. Gleidiungen. 
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80'^ erscheint' als £.adikand der. dritteü "Wttrzel, di^ gleicb 
y beaw. w ist, eine komplexe Zahl; • Nun lehrt uns iaber 
§ 31, ^wie man-auoh in diesem Falle die drei Wertei 
von V und von w bestimmen kann. Als Modulus er- 
giebt sich ; . ^ 

während das. Argument ^ sich bestimmt aus 

r ■ ^■■' ■• ■ ' •: ■'■■ ■ _^ - ■ '^ ■ ' : •' 

2 - ^/' 

cos d' = — 

' / -. r .: '.■■■■. Q ^ ■'■ ' • . V 
■^ Niach "§31 ergeben sich nun für vj wie für ^ drei 

Werte, nämlich : . • : 



y = i 



CQSjT- -j- i sin 



f): 



■+120^ 



+ 120o) + iBin/- 
+ 240^] +' i sin (y + 240« ; 



I 

II 



Y^ cos (y + 120") - i sin (y + 120») 

J/7 .cos ("l- -t 240») - i. sin (y + 240») 

■jr .-Hiernach' könnte es scheinen, als ob x, das ja gleich 
v.-l- *■. i«t," neun Werte erhielte.- i^Dles-iat -jedoch ;uiohb 
dex Fall , weil v . w, der Ableitung der cardnnischen 

• •"■ ' "■ ;■ ■ ■ ■;' ' &■ '■ ■■ ■ ' ' 

Formel gemäss, notwendig nur -gleich 5- werden kann. 

Deshalb geben nur solche Werte ^on v und von w 
durch Addition ein richtiges x, bei denen die Summe 
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170 Anliang* 

der Argumente Kuli oder ein Vielfaches von 360^ er. 
giebt. Fasst man nur solche Werte richtig zusammen, 
Bo ergeben sich die in der Ueberschrift im Fall 

('ö')"'"!"^") ^ ^ stehenden Formeln« 

1. Beispiel für (^jV(-|-)Vo:x»—9x—28==a 
Er ergiebt sich 

▼ = }/l4+yT96 — 27«J/14+13=3, wi^^^U— 13=1, 
daher: 

Xi=3+1=4, 1,=— i<3+l)+y<3-l)i|'8i=-2+iy^ 

X8 = — 2 — i»^ 

2. Beispiel fürfyj +f-|-r^O:x»— 27r+27=0. 

Ea ergiebt sieb: 

_27 

(1/+t) ' 

also xj = 6 cos 4(y>= 4,596; 
Xa= 6 cos 1600 ==—5,638; xj= 6 cos 280^ = + 1,042. 



Die Gleichung Jt* + c x^ ^ d x -(- e =« 0, wo c nicht 
null jflt, lässt sich aitf4i9ioi Yoranstehenden behandelte 
Oest^üt, wo der Koeffizient dos Quadrats der Unbekannten 

nul} ist, dadurch „reduzieren", dass x =» y — -^ein« 

^fl^tzt wird. Dadurch kommt: 

0^ c' 2 c' de 
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Kubische Gleichungen. 171 

Von jedem der drei Werte, die man nach dem Obigen 

c 
hieraus für y finden kann^ hat man nur -ö-za subtrahieren, 

um die drei Wurzeln der vorgelegten Oleichi^ng zu 
finden. Es sei z. B.: x»— 3x«+6x— 4=0 zu lösen. 
Durch Einsetzen von x = y + 1 erhftlt man : y' + 3 y = 0. 
Aus dieser Gleichung erh&lt man entweder durph Zer« 
legen ia y (y*+ 3)==0 oder durchdie cardanische Formel: 
yi*=0, ys== + iy3, y5 = — iyS, woraus fojgt; 
xi = l, xg=l + iy3, xa«l — iy3. 
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BeJspial.^^Sammlung 

(Sammlung Göschen Niit 48) '* 

Preis gebunden 80 Pfennige. 



Diese Beispiel-Sammlung schliesst sich im systemati- 
schen Aufbau genau an die ^Aritjimetik und Algebra* 
aU; so dass die Aufgaben-Gruppen so aufeinander folgen, 
wie die Theoriee in jenem Buche. Innerhalb jener Auf- 
gaben-Gruppen aber sind die Aufgaben nach ihrer Schwie- 
rigkeit bezw. Kompliziertheit geordnet. Im ganzen ent- 
hält das Biichelchen nicht weniger als 2765 Aufgaben. 

G. J. GösGlien'SGhe Yerlagshandlong 

in Leipzig. 
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matten, ha\^ ha» \. '^^^^'Pli^^llMW^^ 
fiejt, toirb fcl^cit, boB « ^^ nt ott,vt ^.11- ^ ...^»r^T^rr''!^ 

Hu^Ianb: ^anm je tft tntv ein üBnci^ $n ^tfiä^t gefontmettr bai 
wie [Reümann^d „be? ntenf c^Iiii^e ^öv^ev unb ^efnnb^eit^e^re'' auf fo 
Keinem 9lannt ein fo ftorcä S3ilb öon bem SBan nnb ben 5:]^öttgfeiten be^ 
menfd^üd^en ÄörperS geboten l^ätte. S* ftel^e nid^t an, bo« ^tvtö^m aU 
ein fü? ben ttntemi^t ^$(i^ft bvan^oared §u be^eid^nen. 

8ittb(. b. btfd^. Sel^rerjtg.: ®ie bciben ©anbd^cn ,r$ttrt' 
mann nnn ^ne }c*'^ nnb ^r^alt^ev oon ber Sugelmeibe^' geben eine 
Tiu^toa^ beS S3eften and bem heften nnferer aUflafftf4en bentf^en 
Sittevatttv im nrf^rünglid^en %eit 

5rng. geitnng (SRünd^en): ©Hinget bietet in „Äird^enlieb nnb 
^otUiith, geiftlid^e nnb »eltlid^e ß^ri! bed 17. nnb 18. JJol^r^unbett? 
bis anf ÄIo|)fto(f" htn ©Aületn ein ^onbbnci^, bo« ben SBerftänbtgeten 
ffit ben beutfd^en Untettidftt attoxik ^nc^iutllfommen tft. 

^et(. pbilolog. 38oc^enfd^tift: Stenbing, grted^tfil^e nnb 
rdmtff^e Wl^ti^oiogit. ^ie üBetauS {d^mietige $lufgabe, ben mefent« 
lid^ften ^nf^alt anf nnt 140 Äleinoftaöfeiten übetfid^tlid^ nnb gemein* 
öetftdnblic^ batjnftellen, iji öon bem SSetfaffet beS tootftel^eiiben, in ber 
befannten ^tt bet ,,@ammlung (Sö^tn" anSgeftatteten ^ü^IeinS in 
pd^ft anetfennendmetter tlBeife geli^ft niorben. 

Seitfd^t. f. btf d^: Untettic^t: ®ie ,,?Wtii>c^betttfd^e filtteratnr'' 
•Sd^auffterS ift eine ^od^erfrenlt^e @abe; [le betnl^t überall auf htn 
neueften gotfd^ungen unb giebt baS Söid^tigfte in fna^^fter gorm. 

a^atut: (£8 ift gerabeju erftaunlid^, tt»ie e§ bet tül^mlidbft befannte 
$et(ag etmöglid^t, fiit fo enotm bittige greife fo oor^ügitii^ anSge« 
^attttt JKJerfci^en ^u tiefetn. ®a§ üotliegenbe SSänb^ien bringt in 
fna^^et unb oerftänblid^et gfotm ba« aSiffenSmettefte ber üWtneralogie 
hnm 8lu§btudt. ©anbete Slbbilbungen etleici^tetn baiJ SSetftänbniS. 

®(obud: (Sd ift erflannUci^, mie nie! biefe Heine ftattenlnnbe 
bringt^ ol^ne an Älatl^eit jn öetüeten, toobei no4 an betüdfidbtigen ift, 
bag tiiele SlbbKbnngen ben ^anm ftat! beengen. S^ortreffitf^ mitb 
bie ^artenfiroieftiottdleltt^e unb bie Xopo^xap^it gefd^tlbert* 

9{ationa(aeitg.: (SS ift bid je^t in bet bentfii^en Stttetatnr 
»o^I noii^ tttc^t bagemefenr ba% ein £einmanbbanb oon faft 300 ©eiten 
in Dotjüglid^et ®tu(!^ unb ^Sapietau^ftattung ^n einem $tei8 jn l^aben 
»at, toie ibn bie „Sammlung ©öfd^en'' in il^tem neueften SBanbe, SRag 
Aoii^^d ®t\ä^iä^tt ber bentfii^en Sitteratnt füt ben S3ettag bon fage 
tt^tstg ^ennige bet beutfd^en Sefetmelt bietet. 

Seipaiget Seitung: 2öet fid^ tafd^ einen guten Ue*betblid übet 
baiS @ebiet bet beutfd^en^elbenfage öetf d^aff en Witt, ol^ne eigene 
intenfiöete ©tubicn mad^en au fönnen, bet gteife gettoft an bem S3üd^tein 
öon 3it:icae!. 

$taft. ©d^ulmann: (Sin fEflti^tv^üd tux^tn unb bfinbigen, 
unb bo^ Katen unb nielfagenben ^ndbtntfd wie bie „^eutfd)r 
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JÄjPttud^ bic t)orücgcnbc ,,^etttf ^e 



V^ltin empfängt bcr @d|ü(cr faft 

^. iniwai:;:i^^ppii, minbeftcnd dbcr fo öiel, bai er baS 

^"SWIffüSlftuAyiie alg unentbc^tti(|e ®nmblagc jum Äcrfk&nbmfje bet 
(Skemie empfangt. . . 

Ännft f. ^tle (swflndjcn): ft. Äimmtd^ bcl^anbett in feinem 

©änbd^en. „3eicftenf(önle" benonnt, in tnapptt, ferniger, fadjüc^s 

Sielbemntter %nxm ba^ meite (bebtet bed bUbmägtgen g^i^^^i^ 

unb 97lateni$. . . . ®Ieic^ nn^bringenb unb in reid^ftem Ttait btibenb 

für Setirer, Spület nnb ßieb^aberlünftler, möd^te iä^ ba^ »irfU^ 

AöorjügUci^e 9Ber! mit »ormen anerlennenben SBorten ber @itt^ 

• xü^rnng in ©d^ule, ^a\a nnb ^erfftatt ^ngänglid^ mad^en. ^ie ^u2* 

< attung ift babei eine fo öomel^me, ba6 nur ber $reiiJ öon 80 ^Pfennigen 

; *Ar bcS gebnnbenc SBerf \)on 138 Seiten fl. 8* »irllid^ IftdjerUi^ bitttd 

' ffd^eint. S^ic^t weniger aU 17 2:ofeln in Xon^, Sorben* unb ©olbbrud , 

^ /o»ie 135 3Bott* unb 3:ejtbitber illuftrieren ben änfterft gefunben ße^r* 

' ilittg biejer gei^enid^ule in fcinfü^Ienber Iföeife. 

Sd^mäb. aj^er!ur: $rof. ®. SRa^Ier in Ulm tegt und dm 

' ^DarfteUung ber thtntn Geometrie t)or, bte biiS §ur ^ui^meffung bed 

fhceifeS einfd^UegUcft gel^t. 53efonbere Sorgfalt ift ber 'ävS^oa^ Vivh 

5lnorbnung ber giguren p teil gemorben, bereu faubere tCmSfä^rung 

in 2 tSfarben angenehm berüi^rt. 

%\ohnf^: ^oernei^, Itrgef ^if^^^* *^^'^ bemftl^e gforfd^er auf hhp 
gefc^ic^tüi^em Gebiete giebt l^ier in fnappfter gorm bie lel^rretdfe gu« 
fammenfteEung beS ^tffen^merteften ber Urgefc^id^te. Sortrefflii^ ge- 
eignet $ttr (irnfft^rnng utib ^nm Ueberblid. 

Safiredberid^te ber ÖJef d^id^tsmiffeufd^aft: ©ommel, 
ouf bem (S^ebiet ber attorientalifd^en (Sefd^id^te eine onerfamtte Autorität, 
bcl^anbeft in biefcm ©önbd^en bie morgentftnbifd^eOefc^id^te 
mit groger (Senautgfett rnih toiffenfdiaftn^er ®rünb(id^feit in fnoppfter 
gform. %cA üeine SBüd^letn mug xowcm empfoi^Ien merben. 

S *) a 9 r. 8 1 g. (© i f f c n f (ft. » e i I.) : „2)te ^flttttje" non Dr. Qt. ^ennert 
tonnen mir beftcn« empfeblen, 3« fürjefter, fnappefter, fe^r fCarer nnl 
t)erftanbUd^er gfurm »eig fein SBerfaffer aUeiS SBiffensmertefte über bzn 
inneren unb ftngeren S3au uvh über bie £ebendt)errid^tun^en ber ^fCan^e 
}ur ^nfd^auung ju bringen, too^u feine ganj nortreffUii^enr felbftge« 
)eiii^ttetett Segtabbtlbmtgen ougerorbentUd^ biet beitragen l^elfen. 

Sd^tt^ab. 9Jler für: ^ie SHümifc^e SHtertumdfnnbe bon Dr. Seo 
©loift bel^anbett furj unb ftar bie SBerfaffungdgefd^id^te, bie Staat«- 
gemalten, ßeertocfen, JRed^tSpflege, gfinanjtoefen, Äultu«, ba^ ^avA, bie 
Kleibuna, oie ^eftattung unb anbere öffentlid^e uub l^äuMid^e @inrid^« 
tungen ber SRömer .... 

2Beimarfd)e geitg.: ißJart^öriüeb* mx biefer Ucberfefeuna 
•oirb un3 tvxt l^oc^millfommene unb öon ßittcraturfreunben längfl er* 
fel^nte (&cibt geboten. . . . ©on einer guten Ueberfcjung ift a^ ber* 
langen, bog fie, fuin» unb augleid^ möglic^ft mortgetreur ol^ne btm Ur* 
tectp tDie ber beutfd^en Sprad^e Olemalt onautl^un, btn (Sfeift bed DriginoU 
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